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يستعمل الطلاب ما تعلموه حول المتطابقات 
والمعادلات المثلثية لإجراء مقابلات مع 
أشخاص يستعملون حساب المثلثات في 

مهنهم.

اطلب إلى الطلاب العمل في مجموعات  •
ثلاثية أو رباعية، وشجعهم على عمل 
أبحاث تتناول مهنًا ذات علاقة بالتيار 

الكهربائي المتردد، مثل الهندسة 
الكهربائية، أو هندسة الحاسوب.

شجع الطلاب على إجراء مقابلات  •
شخصية أو عبر الهاتف مع أشخاص 

يعملون في هذه المهن، على أن 
يستفسروا منهم عن طريقة استعمال 

حساب المثلثات في مهنهم. واطلب 
إليهم إحضار أمثلة ممن تتم مقابلته 

شخصيًّا إذا أمكن ذلك.

اطلب إلى كل مجموعة إعداد تقرير  •
يلخص طريقة استعمال حساب المثلثات 

مهنة الشخص الذي قابلوه.

ا في  اعرض تقارير الطلاب متضمنة صورً •
لوحة الفصل بعنوان "مهن إلكترونية".

م مفردات الفصل مستعملاً   قدّ
الخطوات الآتية:

تعريف:تعريف: المتطابقة المثلثية هي معادلة 
تحتوي على دالة مثلثية صحيحة لجميع 

قيم المتغيّر.

sin هي  (-θ ) = - sin θ المتطابقة θ المتطابقة θ مثال:
إحد￯ متطابقات الدوال الفردية.

 ￯سؤال:سؤال: اكتب متطابقة مثلثية أخر
تعلمتها.  تختلف إجابات الطلاب.


شجع الطلاب على الإعداد المسبق لكل درس بطريقة جيدة تتم من خلال قراءته قراءة سريعة مرة، وأخر￯ متأنية، 
وأعطهم الوقت الكافي؛ لمناقشة ما يحتويه الدرس من أفكار ومفردات أساسية، واطلب إليهم كتابة استفساراتهم 

التي لم يتوصلوا إلى الإجابة عنها، وما صعب عليهم فهمه؛ وذلك لمناقشتها في أثناء تقديم الدرس.


 نموذج بناء المفردات، ص (47) .

يكمل الطلاب هذا النموذج بكتابة تعريف كل مفردة جديدة تظهر لهم في أثناء دراسة الفصل أو مثال عليها، 
ويستفيدون من ذلك في أثناء المراجعة والاستعداد لاختبار الفصل.
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

 (extraneous solution) 


 (quadrantal angle) 


 yx

 (reference angle) 
 θθθ

θθθ
xθθθ

θθθ

 (unit circle) 
 



 (periodic function) 




 (trigonometric ratio)  


 
 (trigonometric functions of general angles)

P( x, x, x y ) θθθ
r 
PPP

θθθ r =   √����√����√x  2 +  y  2   


  sin θ =   
y_
r

  cos θ =   x_
r

  tan θ =   
y_
x

, x ≠ 0   csc θ =   r_
y

, y ≠ 0

  sec θ =   r_
x

, x ≠ 0   cot θ =   x_
y

 , y ≠ 0

y

x
x

y

O

P(x,x,x y)
r

θ
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
وإذا لم يكن ذلك ممكنًا ا، حلّل كل عبارة فيما يأتي تحليلاً تامًّ

فاكتب "أولية".
5x2 - 20 2( -16a2 + 4a 1(

2y2 - y - 15 4( 4x2 - x + 6 3(

مساحة قطعة ورقية مستطيلة الشكل هي:  5(
،(x + 4) cm  :إذا كان طول القطعة .(x 2 + 6x + 8)  cm  2

فما عرضها؟
لّ كلاًّ من المعادلات الآتية باستعمال التحليل: حُ

x2 + 2x - 35 = 0 7( {-6 , 0} x2 + 6x = 0 6(

{3 , 4} x 2 - 7x + 12 = 0 9( {-3 , 3} x2 - 9 = 0 8(

قامت ليلى بتخصيص   10(
حوض مستطيل الشكل لزراعة 

الورود في منزلها. إذا علمت أن 
وبعديه  ، 42  ft  2 مساحة الحوض
x فأوجد قيمة ، عددان صحيحان

الممكنة.

أوجد القيمة الدقيقة لكل دالة مثلثية فيما يأتي:

cos 225° 12( sin 45° 11(

sin 120° 14( tan 150° 13(

يقف سلمان   15(
أمام برج قصر المصمك التاريخي 

كما في الشكل المجاور. ما 
18 m ارتفاع البرج؟

4-1) انظر الهامش.

(x + 2) cm

{-7, 5}

(x + 1) ft

x ft

6

-
√�√�√2  _
2

√�√�√2  _
2

√�√�√3  _
2

-
√�√�√3  _
3

30°

36m36m
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
استعمل نتائج الاختبار السريع ومخطط 
المعالجة أدناه لمساعدتك على تحديد 

مستو￯ المعالجة المناسب. كما تساعد 
في المخطط على تحديد “ في المخطط على تحديد “ في المخطط على تحديد  العبارة ”إذا...فقم

المستو￯ المناسب للمعالجة، واقتراح 
 .￯مصادر لكل مستو


1




%25









www.obeikaneducation.com


2


%50





www.obeikaneducation.com




 اطلب إلى الطلاب عمل قائمة بالتعريفات الواردة، وكتابة مثال على كل منها في أثناء دراستهم 

للفصل؛ لاستعمالها وسيلة مراجعة لاختبار الفصل.


-4 a(4 a-1)  (1

5 (x +2) (x -2)  (2

أولية  (3

(2 y + 5)( y - 3)  (4
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
وتقاس  .(E) الاستضاءة (الاستضاءة) ى كمية الضوء الساقطة من مصدر ضوئي على سطح، تُسمّ
وترتبط بالمسافة R مقيسة بالأقدام بين المصدر  الاسـتضاءة بوحدة قدم / شـمعة،
Iحيث Iحيث I شـدة إضاءة المصدر مقيسـة  ، sec θ =   I_

ER2
_الضوئـي والسـطح بالعلاقة _الضوئـي والسـطح بالعلاقة 

θو θو θ هـي الزاوية بين شـعاع الضوء والمسـتقيم العمودي على السـطح، بالشـمعة،
وتستعمل هذه العلاقة في التطبيقات الضوئية والبصرية كالإضاءة والتصوير.

: تكون المعادلة متطابقةمتطابقة إذا تساو￯ طرفاها لجميع قيم المتغيرات فيها. فمثلاً 
والمتطابقة المثلثيةالمتطابقة المثلثية هي متطابقة تحوي  ،x لأن طرفيها متساويان لجميع قيم x2 متطابقة؛ - 9 = ( x + 3 ) (x - 3) 

فالمعادلة عندئذٍ لا تكون متطابقة. ، ا يثبت خطأ المعادلة دوال مثلثية.وإذا وجدت مثالاً مضادًّ
لأن طرفيها متساويان لجميع قيم 

ا يثبت خطأ المعادلة دوال مثلثية.وإذا وجدت مثالاً مضادًّ
لأن طرفيها متساويان لجميع قيم 

tan θ =   sin θ_
cos θ

  , cos θ ≠ 0cot θ =   cos θ_
sin θ

  , sin θ ≠ 0

sin θ =   1_
csc θ

 , csc θ ≠ 0

cos θ =   1_
sec θ

   , sec θ ≠ 0

tan θ =   1_
cot θ

   , cot θ ≠ 0

csc θ =   1_
sin θ

   , sin θ ≠ 0

sec θ =   1_
cos θ

   , cos θ ≠ 0

cot θ =   1_
tan θ

   , tan θ ≠ 0

 cos  2 θ +  sin  2 θ = 1

 tan  2 θ + 1 = sec  2 θ

 cot  2 θ + 1 =  csc  2 θO

1sin θ

cos θ

θ

(cos θ, sin θ)

cos2 θ + sin2 θ = 1 

x

y




sin  (π_
2

- θ) = cos θ

cos  (π_
2

- θ) = sin θ

tan  (π_
2

- θ) = cot θ

r

x

y

sin θθ =     =  cos(     -θ)y
r =     =  cos(     

tan θθ =     =  cot(     -θ)
y
x =     =  cot(     

θ

- θ

π
2

 =     =  cos(     

π
2

π
2

 =     =  cot(     




sin (-θ) = -sin θ

cos (-θ) = cos θ

tan (-θ) = -tan θ

y

O x

(x, y)

(x, -y)

- - θ
θ

sin θ = y
cos θ = x

sin (-θ) = -y
cos (-θ) = x

 
 










identity


trigonometric identity


quotient identities


resiprocal identities


pythagorean identities




cofunction identities




odd-even identities

www.obeikaneducation.com


Trigonometric Identities

θ



R






 




 sin (90°-θ) θ) θ = cos θ

 1


3-1

إيجاد قيم الدوال المثلثية.
3-1

استعمال المتطابقات المثلثية لإيجاد 
النسب المثلثية.

استعمال المتطابقات المثلثية لتبسيط 
العبارات.

3-1
إثبات صحة المتطابقات المثلثية.

استعمال المتطابقات المثلثية في حل 
المعادلات المثلثية.

 2


اطلب إلى الطلاب قراءة فقرة ”لماذا؟“.


ما المتغيرات التي تظهر في بسط العبارة   •

التي في الطرف الأيمن من صيغة 
الإضاءة؟ وفي المقام؟  شدة إضاءة 

المصدر، شدة الاستضاءة، والمسافة.
sec في مثلث قائم  θ  ماذا تساوي النسبة  θ  ماذا تساوي النسبة  θ •

الزاوية؟

sec θ المجاور  =
الوتر__     

sec؟ θ :ما متطابقة المقلوب للنسبة المثلثية  θ :ما متطابقة المقلوب للنسبة المثلثية  θ •

   1_
cos θ

   ,cosθ ≠ 0  

111111


(  137 )  •(  137 ,  140 )  •(  138 ,  140 )  •
(17)  •(17)  •(17)  •



6 •
8 •

8 •
9 •

8 •
9 •

3 - 1
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137  3-1 

كما  لإيجاد القيم الدقيقة للدوال المثلثية، ؛ cot θ =   cos θ_
sin θ

والمتطابقة  يمكنك استعمال المتطابقات الأساسية،
يمكنك إيجاد قيم تقريبية لها باستعمال الحاسبة البيانية.

. 90° < θ < 180° ، sin θ =   1_
4

إذا كان ،cos θ أوجد القيمة الدقيقة لِـθ أوجد القيمة الدقيقة لِـθ (a

= 1cos2 θ + sin2 θ

= 1 - sin  2 θcos2 θ sin  2  θ

= 1 -   (  1 _ 
4
  )   

2
 cos2 θsin θ    1 _ 

4
    

= 1 -   1_
16

cos2 θ   1 _ 
4
    

=   15_
16

cos2 θ

= ±
√�√�√15  _

4
cos θ

. cos θ = -
√�√�√15  _

4
ولذلك فإن  ، θفإن θفإن cos θ تكون سالبة θوبما أن θوبما أن θ تقع في الربع الثاني،

استعمل الحاسبة لإيجاد الإجابة التقريبية.  
.Arcsin   1_

4
أوجد   1 

  sin  -1    1_
4

≈ 14.48°  

. θ فإن 165.52° = 14.48° - 180° ≈ ، 90° < θ لأن 180° >  

cos θ أوجدθ أوجدθ  2 
θعوض عن θعوض عن θ بـ 165.52° .  
cos 165.52° ≈ -0.97  

قارن الإجابة مع القيمة الدقيقة.  3 

-
√�√�√15  _

4
≈Q -0.97  

� -0.968 ≈ -0.97  

cot θ = - 3_
5

  ; 270° < θ θأوجد القيمة الدقيقة لِـ θأوجد القيمة الدقيقة لِـ csc θ إذا كان 360° > (b

=  csc   2 θcot2 θ + 1

=  csc   2 θ(- 3_
5)2

+ 1cot θ  -   3 _ 
5
   

=  csc   2 θ9_
25

+ 1-    3 _ 
5
  

=  csc   2 θ34_
25

   9 _ 
25

   + 1 =   9 _ 
25

   +   25 _ 
25

   =   34 _ 
25

  

= csc θ± 
√�√�√34  _

5


. csc θ = -
√�√�√34  _

5
ولذلك  θفإن θفإن csc θ سالبة، θوبما أن θوبما أن θ تقع في الربع الرابع،


- 2√�√�√2_

3
 . 270° < θ < 360° ، cos θ = 1_

3
θأوجد القيمة الدقيقة لِـ θأوجد القيمة الدقيقة لِـ sin θ إذا كان (1A

-
7√�√�√5_
15

   . 180° < θ < 270° ، sin θ = - 2_
7

θأوجد القيمة الدقيقة لِـ θأوجد القيمة الدقيقة لِـ sec θ إذا كان  (1B

1


 


 

  
 1,2,3,4

+-
sin θ1 , 23 , 4

cos θ1 , 42 , 3

tan θ1 , 32 , 4

csc θ1 , 23 , 4

sec θ1 , 42 , 3

cot θ1 , 32 , 4


يبيّن كيفية إيجاد قيم دالة مثلثية  1 

لزاوية معينة في ربع محدد. 

 
بعد " بعد " بعد  تحقق من فهمك " تحقق من فهمك " تحقق من فهمك  استعمل تدريبات 

كل مثال؛ للتحقق من مد￯ فهم الطلاب 
للمفاهيم.



 . tan θ ِأوجد القيمة الدقيقة لـِأوجد القيمة الدقيقة لـِ  (a  

   ،sec θ = إذا كان 2-
  . 180° < θ < 270°

tan θ =   √�√�√3

 .sin θ ِأوجد القيمة الدقيقة لـِأوجد القيمة الدقيقة لـِ  (b  

 ،cos θ = إذا كان2_1  –
 .90° < θ < 180°   

sin θ =   √�√�√3  _
2
    

1



واجه الطلاب صعوبة في فهم المتطابقات المثلثية، 

 ￯بتشجيعهم على العمل في مجموعات من ثلاثة طلاب، واطلب إلى كل مجموعة اختيار إحد   
ا للتحقق من صحتها،  ا للتحقق من صحتها، " والعمل معً ا للتحقق من صحتها، " والعمل معً والعمل معً المتطابقات المثلثية الأساسية الموجودة في إطار "مفهوم أساسي

مستعملين تعريفات الجيب، وجيب التمام، والظل بدلالة أضلاع المثلث القائم الزاوية.

 
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يعني إيجاد قيمة عددية  تبسيط العبارات الرياضية التي تحتوي على الدوال المثلثية، 
إن أمكن. أو كتابتها بدلالة دالة مثلثية واحدة فقط، ، للعبارة

. sin θ csc θ csc θ θ_
cot θ

: ط العبارة بسّ

=
sin θ 1_

sinθ   __
   1

  
1

  _
tan θ

sin θ csc θ csc θ θ_
cot θ

csc θ =   1 _ 
sin θ

   , cot θ =   1 _ 
tan θ

  

=   1_
1_

tan θ

  sin θ _ 
sin θ

   = 1

=   1_
1

·    tan θ  a _ 
b
   ÷   c _ 

d
   =   a _ 

b
   ·   d _ 

c
  


sec θ_
sin θ

 (1 -  cos  2 θ) (2B  tan  2 θ  csc  θ  csc  θ 2 θ - 1  __
 sec  2

  
2

  
θ

(2A

ا في حل مسائل من واقع الحياة. تبسيط العبارات المثلثية يمكن أن يكون مفيدً

ارجع إلى فقرة " لماذا؟ " في بداية الدرس. 
.E بالنسبة لِـ sec θ =   I_

ER2
حل المعادلة  (a

=   I_
ER2

sec θ

=    I_
R2

E sec θE

=    I_
R2

E   1_
cos θ

  sec θ =   1 _ 
cos θ

  

=   I cos I cos I θ_
R2

Ecos θ

ر إجابتك. فسِّ R2 ؟ = I tan I tan I θ cos θ cos θ θ__
E

هل المعادلة في الفرع a تكافئ المعادلة  (b

=   I tan I tan I θ cos θ cos θ θ_
E

R2

= I tan I tan I θ cos θ cos θ θER2E

=   I tan I tan I θ cos θ cos θ θ_
R2

E R  2 

=   
I sin θ_

cos θ
  cos θ_

R2
Etan θ =   sin θ _ 

cos θ
  

=   I sin I sin I θ_
R2

E 

بينما المعادلة  ، E =   I sin I sin I θ_
R2

ط إلى: R2 تبسّ = I tan I tan I θ cos θ cos θ θ_
E

فالمعادلة المعادلتان غير متكافئتين؛
. E =   I cos I cos I θ_

R2
الفرع (a) هي:  في


τ = F r sin θ .θ .θ ويعطى بالمعادلة  تعلم أن مقدار العزم (τ) يساوي حاصل ضرب القوة (F) في ذراعها، (3

.(F) أعد كتابة المعادلة السابقة بدلالة

2 
 





 /  (sinθ ) 
(cosθ ) 

tan θ sin2 θ

33 


 
 

 
 

   
 

  


F = τ _
r sin r sin r θ

 
2 يبيِّن كيفية تبسيط عبارة بكتابتها على  

صورة دالة مثلثية واحدة إن أمكن.
3 يبيِّن تبسيط عبارة من واقع الحياة  

تتضمن دوال مثلثية.



ط العبارة :  بسّ
cos 2θ  .θ  .θ sin θ ( csc θ - sin θ )

 ارجع إلى فقرة "لماذا؟" 
في بداية الدرس. 

sec θ =   I_
E R  2

_حل المعادلة _حل المعادلة     (a  

. R بالنسبة لـR بالنسبة لـR

R =   √���√���√I cos θ__
E

     

هل المعادلة في a مكافئة   (b  

؟  لا    1_
R  2

 =   E__
I sec θ

__للمعادلة  __للمعادلة  
θ

للمعادلة  
θ

2

3


 يجب على الطلاب 

ا المتطابقات النسبية،  أن يتذكروا جيدً
ومتطابقات المقلوب، ومتطابقات 

فيثاغورس. وعلى الرغم من أن تذكر 
المتطابقات الأخر￯ مفيد إلا أنه يمكن 

اشتقاقها من المتطابقات الأساسية.

 اطلب إلى الطلاب كتابة 
مدونة تتضمن المتطابقات المثلثية 
ا من هذا الفصل. الأساسية، وصيغً


 يهتم الطلاب ذوو المستو￯ فوق المتوسط على الأغلب بتعلم كيفية نشوء بعض الأفكار الرياضية؛ لذا  

دهم بمعلومات حول تاريخ الرياضيات تتضمن إسهامات العلماء المسلمين. زوّ





139  3 - 1

139  3-1 

1 أوجد القيمة الدقيقة لكل من النسب المثلثية الآتية:

   1_
2

 0° < θ < 90° ، cot θ إذا كان 2 = ، tan θ

   
3√�√�√5_

5
   0° < θ < 90° ، cos θ =   2_

3
إذا كان  ، csc θ

 270° < θ < 360° ، cos θ = 5_
13

إذا كان  ، sin θ

√�√�√2     270° < θ < 360° ، tan θ = إذا كان 1- ، sec θ

2 √�√�√2    180° < θ < 270° ، sec θ = إذا كان 3- ، tan θ
-√�√�√17_

4
    180° < θ < 270° ، cot θ = 1_

4
إذا كان  ، csc θ

-3_
5

    90° < θ < 180° ، sin θ = 4_
5

_إذا كان _إذا كان  ، cos θ
2 √��√��√77_

77
       sin θ < 0 ، sec θ = - 9_

2
_إذا كان _إذا كان  ، cot θ

2 ط كل عبارة مما يأتي:  بسِّ

1  csc  2 θ - cot  2 θ tan θ  cos  θ  cos  θ 2 θ

sec θ  tan  θ  tan  θ 2 θ + sec θ cot2 θ cos θ csc θ csc θ θ_
tan θ

1 sin  (π_
2

- θ) sec θ csc θ sin θ (1 θ (1 θ +  cot  2 θ)

(1 + sin θ)(1 - sin θ )θ )θ -cot θ
cos (-θ)_
sin (-θ)

csc θ -cos θ  cot θ  cot θ θ 2 - 2 sin2 θ

فإن   عندما يمر الضوء من خلال عدسة مستقطبة للضوء،  
ثم إذا مرّ  شدة الضوء المار بهذه العدسة سيقل بمقدار النصف،

الضوء بعدسة أخر￯ بحيث يكون محور هذه العدسة يصنع زاوية 
 .￯فإن شدة الضوء تقل مرة أخر θقياسها θقياسها θ مع محور العدسة الأولى،

I ،  حيث  = I0 -
I0_

 csc  2 θ
يمكننا إيجاد شدة الضوء باستعمال الصيغة 

I شدة الضوء القادمة من العدسة الأولى المستقطبة، I شدة الضوء القادمة من العدسة الأولى المستقطبة، I هي شدة  I0
θالضوء الخارجة من العدسة الثانية، θالضوء الخارجة من العدسة الثانية، θ الزاوية بين محوري 

3 العدستين.
1 

2 

1 



2 

θ

I = I0 cos2 θ cos θ ط الصيغة بدلالة ط الصيغة بدلالة θبسّ θبسّ (a

لمعرفة شدة الضوء المار بالعدسة  استعمل الصيغة المبسطة؛ (b
الثانية بدلالة شدة الضوء قبل المرور بها إذا كان محور العدسة 

مع محور العدسة الأولى. الثانية يصنع زاوية قياسها 30°

ى  ى  e يُسمّ ى  e يُسمّ يُسمّ  ترتبط قدرة كل جسم على امتصاص الطاقة بعامل  
قابلية الامتصاص للجسم. ويمكن حساب قابلية الامتصاص 

Wحيث Wحيث W معدل امتصاص جسم  ، e =    W sec W sec W θ_
AS

باستعمال العلاقة  
و S مقدار الطاقة المنبعثة من الشمس  الإنسان للطاقة من الشمس،

ضة لأشعة  بالواط لكل متر مربّع، و A المساحة السطحية المعرّ
θو θو θ الزاوية بين أشعة الشمس والخط العمودي على الجسم. الشمس،

.W حل المعادلة بالنسبة لِـ  (a

  e = 0.80 , θ = 40° , A Wأوجد Wأوجد W إذا كانت 0.75 = (b
ب إلى أقرب جزء من مئة).  S . (قرِّ = 1000 W/ m  2

459.63W

سوف تستعمل الحاسبة   في هذه المسألة،  
لتحدد ما إذا كانت معادلة ما تمثِّل متطابقة مثلثية أم لا. هل 

سوف تستعمل الحاسبة 
لتحدد ما إذا كانت معادلة ما تمثِّل متطابقة مثلثية أم لا. هل 

سوف تستعمل الحاسبة  في هذه المسألة،
لتحدد ما إذا كانت معادلة ما تمثِّل متطابقة مثلثية أم لا. هل 

في هذه المسألة،
؛ البيانية

tan  2 متطابقة؟  θ -   sin  2 θ =   tan  2 θ   sin  θ   sin  θ 2 θ  :تُمثّل المعادلة
لتحدد ما إذا كانت معادلة ما تمثِّل متطابقة مثلثية أم لا. هل 

تُمثّل المعادلة:  
لتحدد ما إذا كانت معادلة ما تمثِّل متطابقة مثلثية أم لا. هل 

θ  :تُمثّل المعادلةθ

أكمل الجدول الآتي.   (a

θ 0° 30° 45° 60°

 tan  2 θ -  sin  2 θ 0 1_
12

1_
2

9_
4

 tan  2 θ  sin  θ  sin  θ 2 θ 0 1_
12

1_
2

9_
4   

استعمل الحاسبة البيانية لتمثل كلاًّ من طرفي المعادلة    (b
بيانيًّا.

استعمل الحاسبة البيانية لتمثل كلاًّ من طرفي المعادلة 
بيانيًّا.

استعمل الحاسبة البيانية لتمثل كلاًّ من طرفي المعادلة 
، tan  2 كدالة θ -   sin  2 θ =  tan  2 θ  sin  θ  sin  θ 2 θ

فإن  ؛ "إذا كان التمثيلان البيانيان لدالتين متطابقين   (c
(b) المعادلة تمثِّل متطابقة". هل التمثيلان البيانيان في الفرع

متطابقان؟
استعمل الحاسبة البيانية لمعرفة ما إذا كانت المعادلة:     (d

(تأكد أنّ   تمثِّل متطابقة أم لا.
استعمل الحاسبة البيانية لمعرفة ما إذا كانت المعادلة:  

 تمثِّل متطابقة أم لا.
استعمل الحاسبة البيانية لمعرفة ما إذا كانت المعادلة:  

sec  2 x - 1 =  sin  2 x  sec  2 x
الحاسبة البيانية بنظام الدرجات)

 يتزلّج شخص كتلته m في اتجاه أسفل هضبة   
θثلجية بزاوية قياسها θثلجية بزاوية قياسها θ درجة وبسرعة ثابتة. عند تطبيق قانون نيوتن في 

مثل هذه الحالة ينتج نظام المعادلات الآتي:

θ

g حيث ،  Fn - mg cos θ = 0 , mg sin θ - µ k  k  k Fn = 0  
و Fn  القوة العمودية المؤثّرة في المتزلج،   تسارع الجاذبية الأرضية،
.θ كدالة في θ كدالة في θ µ k معامل الاحتكاك. استعمل هذا النظام لتكتب k معامل الاحتكاك. استعمل هذا النظام لتكتب k µk وk وk



1(

2(

- 12_
13

3(

4(

5(

6(

7(

8(

10(
sin θ cos θ cos θ θ

9(

sec3 θ
12( 11(

14( 13(
cos 2 θ

16( 15(

sin θ
18( 2 cos2 θ 17(

19(

شدة الضوء تساوي ثلاثة أرباع شدة  I؛ = 3_
4

I0 (27 b
الضوء قبل المرور بالعدسة الثانية.

20(

W = eAS cos θ ( a

21(

انظر الهامش.

نعم

نعم

22(

µk = tan θ

 
يسـتعمل الطـلاب جـدول القيـم إضافـة إلى 
الحاسبة البيانية في السؤال 21، لتحديد ما إذا 

كانت المعادلة المعطاة تمثّل متطابقة أم لا.

 3

 
استعمل الأسئلة 17-1 للتأكد من فهم 

الطلاب.ثم استعمل الجدول أسفل هذه 
الصفحة؛ لتعيين الواجبات المنزلية للطلاب 

بحسب مستوياتهم. 


 يمكنك استعمال 

التعريفات الأساسية لكل من الجيب، 
وجيب التمام، والظل بوصفها نسبية تعتمد 

على الضلع المقابل، والضلع المجاور، 
والوتر في المثلث القائم الزاوية لتوضيح 

. sin
والوتر في المثلث القائم الزاوية لتوضيح 

sin
والوتر في المثلث القائم الزاوية لتوضيح 

θ
والوتر في المثلث القائم الزاوية لتوضيح 

θ
والوتر في المثلث القائم الزاوية لتوضيح 

_
cos θ

= tan θ   أنθ   أنθ


 (21b

  




27-40 ،22 ،1–17 دون المتوسط

17–1 (فردي)، 24-40 ،18–22 ضمن المتوسط

18–40 فوق المتوسط
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 3  140

ط كلاًّ مما يأتي: بسّ

sec θ sin θ sin θ θ + cos  (π_
2

- θ)
  __  

1 + sec θ
  

θ
    

θ
  

cos  (π_
2

- θ) - 1
  __  

1 + sin (
  

 sin (
    

 sin (
  

-θ
  

θ
    

θ
  

)
  

)
    

)
  


 تحاور سعيد وأحمد حول معادلة في الواجب   

ب 10 قيم للمتغير  حيث جرَّ إنها متطابقة، فقال سعيد: المنزلي،
إنها ليست متطابقة، بينما قال أحمد: ، وحققت جميعها المعادلة فعلاً

المنزلي،
، وحققت جميعها المعادلة فعلاً

المنزلي،

حيث استطاع إيجاد قيمة للمتغير لا تتحقق عندها المعادلة. أيهما 
ر إجابتك. فسِّ كانت إجابته صحيحة؟

sin x - 1 ليست  = cos x : ا يبيّن أنّ  أوجد مثالاً مضادًّ   
متطابقة.

ح كيف يمكن إعادة كتابة معادلة الاستضاءة الموجودة   وضِّ  

.cos θ =   ER2_
I

على الصورة: في فقرة " لماذا؟" في بداية الدرس،

 بيّن كيف تستعمل نظرية فيثا غورس لإثبات صحة   
cos  2 θ +  sin  2 θ المتطابقة:  .1 =

= tan (-a) تمثِّل متطابقة. -tan a ّبرهن أن   

 اكتب عبارتين تكافئ كل منهما العبارة:  
tan θ sin θ sin θ θ

 بيِّن كيف يمكنك استعمال القسمة لإعادة كتابة المتطابقة   
sin  2 على الصورة: θ +   cos  2 θ = 1

1 +  cot  2 θ =  csc  2 θ

sin  2 θ__  
 cos  2 θ +  sin  2

  
2
  

θ
ط كل من علاء وسامي المقدار ط كل من علاء وسامي المقدار__بسِّ ط كل من علاء وسامي المقدار  __بسِّ    بسِّ  

ر إجابتك. برِّ كما يأتي. أيهما كانت إجابته صحيحة؟


 sin  2 θ_

 cos  2 θ +  sin  2 θ

=    sin  2 θ_
 cos  2 θ

+    sin  2 θ_
 sin  2 θ

          

=  tan  2 θ + 1            
=  sec  2 θ            θ            θ


 sin  2 θ_

 cos  2 θ +  sin  2 θ

=    sin  2 θ_
1             

=  sin  2 θ           θ           θ

a_
b + c

  = a _
c + a _

b
لأن علاءً استعمل العلاقة الخاطئة   سامي؛



ب الناتج إلى  وقرّ اكتب قياس الزاوية بالراديان، ا يأتي، أوجد قيمة كلٍّ ممّ
 أقرب جزء من مئة إذا لزم.

 Cos  -1   (-   1_
2)

0.60 tan  ( Cos  -1    6_
7)

0.5 sin  (Arctan   
√�√�√3  _
3 )

0.8 cos  (Arcsin   3_
5)

تجعل الدالة: Kأوجد قيمة Kأوجد قيمة K التي

(1-3  ) . x متصلة عند 5 = f (f (f x) = { K + x2 , x < 5

3 x + 2 , x ≥ 5

(2-2 ) .  2  x =  32  x-2 :حل المعادلة



−−؟
DF فما طول ، cos D إذا كان  0.8 = في الشكل أدناه،

4 DE

F

3.2 C 5 A

10 D 4 B

B ؟tan x فما قيمة ، 0 < x sin x  وَ  90° > = m إذا كان

1_
m  2

A

m   √���√���√ 1-m2    _
 1-m2 B

1-m2_
m C

m_
1-m2 D

sin θ

24( -1 23(

25(

انظر الهامش.

26(
x إجابة ممكنة: 45° =

27(

انظر الهامش.
28(

انظر الهامش.

انظر الهامش.
29(

30(
انظر الهامش.

31(

sin2 θ أقسم جميع الحدود علىθ أقسم جميع الحدود علىθ

32(

2_
3

π = 2.09 33(

34(

35(

36(

K = -8 37(

x = 2.5 38(

A 39(

40(


 يتعين على الطلاب 

في السؤال 25، أن يعرفوا أن حل 
أحمد هو الصحيح؛ لذا اشرح لهم أنه 
لا يمكن استعمال البرهان الاستقرائي 
لإثبات صحة المتطابقة. لكن أي مثال 
مضاد يعد كافيًا لإثبات أن المعادلة لا 

تمثل متطابقة.
ا في السؤال 32،  وعليهم أن يعرفوا أيضً

أن جواب سامي هو الصحيح؛ لأن 
co s  2. وهكذا يكون  θ + θ + θ si n  2 θ =1

. a_
b + c

≠   a_
b

+   a_c حل علاء خطأً ؛ لأن 
بيِّن للطلاب أنه عند تبسيط العبارات 
المثلثية فإنهم يستعملون الخصائص 
طون أي  عبارة نسبية. نفسها كما يبسّ

 4
 اطلب إلى الطلاب إلقاء نظرة 

على الدرس 2 - 3 اللاحق، واطلب إليهم 
تحديد كيف يمكن أن يساعدهم الدرس 

الحالي على فهم الدرس اللاحق.  



أحمد؛ لم يبرهن سعيد صحة المتطابقة   (25

θعند جميع قيم θعند جميع قيم θ ، وقد يكون هناك قيم 
أخر￯ لا تحقق المعادلة.

sec θ =   I_
E R  2

 (27

   1_
cos θ

=   I_
E R  2

  

I cos θ =  θ =  θ ER 2   

 cos θ =   θ =   θ E R  2_
I

  

إجابة ممكنة:   (28

b

c
a

θ

 sin 2 θ +  cos  2 θ =   
 c 2_
a 2

   +   _ +   _   b 2_
a 2

   =_ =_   

 c 2 +  b 2_
a 2

   =_ =_   

a 2_
a 2

   = _ = _ 1   


ا تبسيط أي عبارة مثلثية بكتابتها على صورة دالة مثلثية واحدة؟ واطلب   اسأل الطلاب: هل يمكن دائمً 

إليهم أن يكتبوا مثالاً إذا كان ذلك غير ممكن، أو يوضحوا لماذا يكون ذلك ممكنًا.

 

tan (– a) =   
sin (– a)__
cos (– a)

 (29

=   - sin a__
cos a

= –   sin a_
cos a   

= - tan a   

إجابة ممكنة:  (30

   sin  2 θ sec θ sec θ θ ,   θ ,   θ  sin  2 θ_
cos θ

  
θ

  
θ

  



141  3 - 2


 3 -3 -3 -3 -3 -3 -3 -3 -3 -3 -3 -3 -

141  3-2 


Verifying Trigonometric Identities


لاحظ أن جسمه لا يكون  ،R عندما ركض عبدالله في مسار دائري نصف قطره
θ ة غير سالبة هي ة غير سالبة هي θبل يميل عن الخط العمودي بزاوية حادّ θبل يميل عن الخط العمودي بزاوية حادّ ا على الأرض، عموديًّ

عندما ركض عبدالله في مسار دائري نصف قطره 
ا على الأرض، عموديًّ

عندما ركض عبدالله في مسار دائري نصف قطره 

حيث g تسارع  ، tan θ =   v 2_
gR

ويمكن وصفها بالمعادلة:  زاوية الميلتُسمى زاوية الميلتُسمى زاوية الميل،
سرعة العداء. v و الجاذبية الأرضية،

كما توجد معادلات أخر￯ يمكن أن تصف زاوية الميل بدلالة دوال مثلثية 
. 0 ≤ θ حيث 90° ≥ ، sin θ = v 2_

gR
cos θ :كالمعادلةθ :كالمعادلةθ ،￯أخر

أم أنهما صيغتان للعلاقة  ا، هل تختلف هاتان المعادلتان كليًّا عن بعضهما بعضً
نفسها؟

يمكن استعمال المتطابقات المثلثية الأساسية بالإضافة إلى تعريف الدوال المثلثية  
θيعني إثبات صحتها لقيم θيعني إثبات صحتها لقيم θ جميعها. ة المتطابقات. وجدير بالذكر أن إثبات صحة المتطابقة المثلثية، لإثبات صحّ

 
 

تمثِّل متطابقة. sin2 θ_
1 - cos θ

= 1 + cos θ أثبت أن المعادلة 

sin2 θ_
1 - cos θ



=    sin  2 θ_
1 - cos θ

· 1 + cos θ_
1 + cos θ

1 + cos θ 

=   
 sin  2 θ (1 θ (1 θ + cos θ)

  __  
1 - cos2

  
2

    
2

  
θ

(1 + cos θ)(1 - cos θ) = 1 -  cos  2  θ

=   
 sin  2 θ (1 θ (1 θ + cos θ)

  __
sin2

  
2

  
θ

 sin  2  θ = 1 -  cos  2  θ

= 1 + cos θ  θ  θ � sin  2  θ 

ويساوي الطرف الأيمن من المعادلة.


. cot  2 θ -  cos  2 θ =  cot  2 θ  cos  θ  cos  θ 2 θ   θ   θ (1
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Verifying Trigonometric Identities
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

 




(1) 

انظر الهامش.
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 1


3-2

استعمال المتطابقات لإيجاد قيم 
العبارات المثلثية وتبسيطها.

3-2
إثبات صحة المتطابقات المثلثية بتحويل 
طرف من المعادلة إلى الشكل الموجود 

في الطرف الآخر. 
إثبات صحة المتطابقات المثلثية من 

خلال تحويل كلا طرفي المعادلة إلى 
العبارة نفسها.

3-2
استعمال متطابقات النسب المثلثية 

لمجموع زاويتين والفرق بينهما لإثبات 
صحة متطابقات مثلثية أخر￯ أو 

تبسيطها.

 2


اطلب إلى الطلاب قراءة فقرة ”لماذا؟“.


أيّ المتغيرات يظهر في بسط الطرف  •

الأيمن من معادلة زاوية الميلان؟ وأيها 
v في البسط، g , R في  يظهر في المقام؟  

المقام
tan بدلالة θ كيف تستطيع التعبير عن  θ كيف تستطيع التعبير عن  θ •

tan θ =   sin
كيف تستطيع التعبير عن   
sin

كيف تستطيع التعبير عن   
θ

كيف تستطيع التعبير عن   
θ

كيف تستطيع التعبير عن   
_
cos θ

cos؟  θ و θ و θ sin θ

v2_
gR

_gR ؟    
v2 _  أو   _  أو    v2_

gR
sin  يساوي    θ_

cos θ
هل     •


cot2 θ - cos2 θ = (1
cos2 θ_
sin2 θ

- cos2 θ =    

cos2 θ ( 1_
sin2 θ

- 1) =   

cos2 θ(csc2 θ - 1)   

cot2 θ cos2 θ  
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θوذلك باختيار قيمة لـ θوذلك باختيار قيمة لـ θ. وتعويضها  ا، يمكنك تعزيز إجابتك عدديًّ عند حل أسئلة الاختيار من متعدد في المتطابقات،
ولكن ذلك لايمكن أن  ، ثم مقارنتها بقيمة العبارة الواردة في نص السؤال في العبارة التي يمثلها البديل الذي اخترته،

يكون بديلاً عن تحويل العبارة المعطاة حتى تطابق أحد البدائل.
ثم مقارنتها بقيمة العبارة الواردة في نص السؤال

يكون بديلاً عن تحويل العبارة المعطاة حتى تطابق أحد البدائل.
ثم مقارنتها بقيمة العبارة الواردة في نص السؤال في العبارة التي يمثلها البديل الذي اخترته،

يكون بديلاً عن تحويل العبارة المعطاة حتى تطابق أحد البدائل.
في العبارة التي يمثلها البديل الذي اخترته،

cos θ  ؟ csc θ_
tan θ

العبارة أي مما يأتي يكافئ

 cot  2 θ C cot θ A

 csc  2 θ D csc θ B



ن إما cot θ أو csc θ. لذا  المطلوب إيجاد عبارة مكافئة للعبارة الأصلية. لاحظ أن جميع البدائل المعطاة تتضمّ
.￯اعمل على أن تستبدل بالدوالِّ دوالَّ مثلثية أخر

ن إما  المطلوب إيجاد عبارة مكافئة للعبارة الأصلية. لاحظ أن جميع البدائل المعطاة تتضمّ
.￯اعمل على أن تستبدل بالدوالِّ دوالَّ مثلثية أخر

ن إما  المطلوب إيجاد عبارة مكافئة للعبارة الأصلية. لاحظ أن جميع البدائل المعطاة تتضمّ

  

ل العبارة المعطاة حتى تطابق إحد￯ البدائل. حوّ

=   
cos θ 1_

sin θ_
sin θ_
cos θ

cos θ csc θ csc θ θ_
tan θ

csc θ =   1 _ 
sin θ

   , tan θ =   sin θ _ 
cos θ

  

=   
cos θ_
sin θ_
sin θ_
cos θ



=   cos θ_
sin θ

·   cos θ_
sin θ



= cot θ · cot θcot θ =   cos θ _ 
sin θ

  

=  cot  2 θ

.C الجواب هو


C ؟  tan  2 θ ( cot  θ ( cot  θ 2 θ -  cos  2 θ )θ )θ أي مما يأتي يكافئ العبارة  (2

 cos  2 θ C  cot  2 θ A

 sin  2 θ D  tan  2 θ B


 


   



 




 2 2 2


 


 θθθ
 


θ

 
بعد " بعد " بعد  تحقق من فهمك " تحقق من فهمك " تحقق من فهمك  استعمل تدريبات 

كل مثال؛ للتحقق من مد￯ فهم الطلاب 
للمفاهيم.

 
1 يبيِّن كيفية إثبات صحة متطابقة من  

خلال تحويل أحد طرفيها.
2 يبيِّن كيفية إيجاد عبارة تكافئ عبارة  

مثلثية معطاة.



أثبت صحة المتطابقة
  .cscθ cosθ tanθ =1

الطرف الأيسر csc θ cos θ tan θ

csc θ = 1_
sin θ

  ,

tan θ = sin θ_
cos θ

=   1_
sinθ

. cosθ.   sinθ_
cosθ

= 1 �

ويساوي الطرف الأيمن



أي مما يأتي يكافئ العبارة
A csc ؟ θ_

cos θ
- tan θ

0 C cot θ A

cos2 θ D 1 - sin θ__
cos2 θ

B

1

2


ا لإثبات صحة  ع الطلاب في مجموعات ثنائية، ثم اطلب إليهم العمل معً  وزِّ

بعض المتطابقات في الأسئلة 10–1. وأن يسجلوا الاستراتيجيات التي وجدوها مفيدة، و يقارنوا بين قائمة 
استراتيجياتهم والقائمة المقترحة في نهاية هذه الصفحة من كتاب الطالب. واسألهم: أيّ الاستراتيجيات ثبت 

نجاحها؟ وأيها فشل؟ ولماذا؟

  



143  3 - 2

143  3-2 

ل كل طرف في المتطابقة بصورة منفصلة  في بعض الأحيان يكون من الأسهل أن تُحوّ 
إلى صورة مشتركة. والاقتراحات الآتية ربما تكون مفيدة في إثبات صحة المتطابقات المثلثية:

  •

  •

    •

      •


cos θ cot θ cot θ تمثِّل متطابقة. θ = csc θ - sin θ أثبت أن المعادلةθ أثبت أن المعادلةθ

ط الطرف الأيسر نبسِّ

cot θ =   cos θ _ 
sin θ

  cos θ cot θ cot θ θ = cos θ .   θ .   θ cos θ_
sin θ

 =   co s  2 θ_
sin θ

ط الطرف الأيمن نبسِّ

csc θ =   1 _ 
sin θ

  csc θ - sin θ =   1_
sin θ

- sin θ

 =   1- sin  2 θ_
sin θ

si n  2  θ + co s   2  θ = 1 =   co s  2 θ_
sin θ

فالطرفان متساويان. بما أن الطرفين يساويان المقدار نفسه،


.csc  2 θ -  cot  2 θ = cot θ tan θ tan θ θ (3



3

انظر الهامش.

1 أثبت أن كل معادلة مما يأتي تمثِّل متطابقة:

cos2 θ + tan2 θ cosθ cosθ 2 θ = 1

cot θ (cot θ (cot θ θ + tan θ) = csc2 θ

1 + sec2 θ sinθ sinθ 2 θ = sec2 θ

sin θ sec θ sec θ θ cot θ cot θ θ = 1

1 - cos θ_
1 + cos θ

= (csc θ - cot θ)2

1 - 2 cos2 θ_
sin θ cos θ cos θ θ

= tan θ - cot θ

tan θ =   sec θ_
csc θ

cos θ = sin θ cot θ cot θ θ

(sin θ - 1)(tan θ + sec θ) = -cos θ

cos θ cos (θ cos (θ -θ) - sin θ sinθ sinθ (-θ) = 1

tan2  ؟ θ + 1_
tan2 θ

 أي عبارة مما يأتي تكافئ العبارة  

D 2

 cos  2 θ C  sin  2 θ A

 csc  2 θ D  tan  2 θ B

.23-12 ,10-1) انظر ملح ق الإجابات

1(

2(

3(

4(

5(

6(

7(

8(

9(

10(

11(

 
حلّ أمثلة على السبورة واحتفظ 

بملاحظات حولها. ثم ضع 
ملاحظاتك عند نهاية الحصة على 

موقع الصف الإلكتروني، فقد يساعد 
ذلك الطلاب على التركيز على 

الدروس بدلاً من كتابة الملاحظات 
حول كل خطوة من خطوات الإثبات.


3 يبيِّن كيفية إثبات صحة متطابقة مثلثية  

من خلال تحويل كل طرف من طرفيها إلى 
صيغة مشتركة.



أثبت أن المعادلة

csc θ + sec θ =   1 + cot θ__=   __=   
cos θ

تمثل متطابقة.

csc θ + sec θ �
1 + cot θ__

cos θ

1_
sin θ

+ 1_
cos θ

�
1 + cos θ_

sin θ__
cos θ

cos θ + sin θ__
sin θ cos θ

  �
sin θ (1 + cos θ_

sin θ )
  ___

sin θ cos θ
  

θ
  

cos θ + sin θ__
sin θ cos θ

=
sin θ + cos θ__
sin θ cos θ

�

3

 3

 
استعمل الأسئلة 15 –1 للتأكد من فهم 

الطلاب.

ثم استعمل الجدول أسفل هذه الصفحة؛ 
لتعيين الواجبات المنزلية للطلاب بحسب 

مستوياتهم.


csc2 θ - cot2 θ � cot θ tan θ  (3

1_
sin2 θ

-   cos2 θ_
sin2 θ

�   cos θ_
sin θ

·   sin θ_
cos θ

  

1 - cos2 θ__
sin2 θ

� 1              1              1

sin2 θ_
sin2 θ

� 1       1       1   

1 = 1  �               

✓ 
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
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 3 144

 3  144

3 :أثبت أن كل معادلة مما يأتي تمثِّل متطابقة

sec θ - tan θ =   1 - sin θ_
cos θ

1 + tan θ__
sin θ + cos θ

= sec θ

sec θ csc θ csc θ θ = tan θ + cot θ

sin θ + cos θ =   2 sin2 θ - 1__
sin θ - cos θ

(sin θ + cos θ)2 =   2 + sec θ csc θ csc θ θ  __
sec θ

  
θ

  
 csc θ csc θ θ

  
θ
  

cos θ_
1 - sin θ

=   1 + sin θ_
cos θ

csc θ - 1 =   cot2 θ_
csc θ + 1

csc2 θ - cot2 θ = sec2 θ - tan2 θ

sin θ cos θ cos θ θ tan θ tan θ θ + cos2 θ = 1

sec θ -cos θ = tan θ sin θ sin θ θ

csc2 θ = cot2 θ + sin θ csc θ csc θ θ

sec θ - csc θ__
csc θ sec θ sec θ θ

= sin θ - cos θ

 ￯بيّن الشكل المجاور إحد يُ   
الألعاب. فعندما تدور الكرة حول العمود 
ة مقسومة  ωبسرعة زاوية ωبسرعة زاوية ω (الإزاحة الزاويّ

ن مع  فإنها تكوّ على الزمن المستغرق)،
الحبل شكلاً مخروطيًّا. إذا علمت أن 

ن مع  فإنها تكوّ
الحبل شكلاً مخروطيًّا. إذا علمت أن 

ن مع  فإنها تكوّ

العلاقة بين طول الحبل L والزاوية 
θالمحصورة بين الحبل والعمود θالمحصورة بين الحبل والعمود θ تُعطى 

حيث g تسارع  ، L =   
g sec θ_

ω2 بالصيغة: 

L =   
g tan θ_
ω 2 sin θ

فهل الصيغة  ،9.8/s2 الجاذبية الأرضية ويساوي 

إجابتك. وضح ا تُمثّل العلاقة بين L , θ ؟ ا تُمثّل العلاقة بين θهي أيضً θهي أيضً

ائين   مضمار سباق نصف قطره m 16.7. إذا ركض أحد العدّ  

، 1_
4

θوكان جيب زاوية ميله θوكان جيب زاوية ميله θ يساوي في هذا المضمار،
اء. فأوجد سرعة العدّ

، ثم استعمل صيغة زاوية الميل الواردة في  θأوجد θأوجد cos θ أولاً 
. " لماذا؟ " فقرة

لتحصل على الناتج 1  أو  1-  : ط كلاًّ من العبارات الآتية، بسّ

1 cot (-θ) tan(-θ )θ )θ

-1 sin θ csc (θ csc (θ -θ )θ )θ

1  sin  2  (-θ) +  cos  2  (-θ )θ )θ

sec (-θ ) cos (θ ) cos (θ -θ ) θ ) θ 1

 sec  2  (-θ) - tan  2  (-θ )θ )θ

cot (-θ ) cot  θ ) cot  θ (π_
2

- θ)
cos (-θ ) sec θ ) sec θ θ

sin (-θ ) csc θ ) csc θ θ

أو إلى دالة مثلثية أساسية: ط كلاًّ مما يأتي إلى قيمة عددية، بسّ

tan  (π_
2

- θ) csc θ
  __

 csc  2
  

2
  

θ

1 + tan θ_
1 + cot θ

 sec  2 θ - tan  2 θ  __  
 cos  2 x +  sin  2

  
2
    

2
  

x

tan θ cos θ cos θ θ

cot θ tan θ tan θ θ

sec θ sin  θ sin  θ (π_
2

- θ)

( sec  2 θ +  csc  2 θ) - ( tan  2 θ +  cot  2 θ)

فإن ارتفاع   عند إطلاق الألعاب النارية من سطح الأرض،  
الألعاب y والإزاحة الأفقية x ترتبطان بالعلاقة:

حيث v0 هي السرعة الابتدائية  ، y =   
-gx2_

2  v0   2   cos  2 θ
+   x sin θ_

cos θ

. أعد كتابة θللمقذوفات، θللمقذوفات، θ زاوية الإطلاق، g تسارع الجاذبية الأرضية

.tan θ  ￯هذه العلاقة بحيث لا تظهر فيها نسب مثلثية سو

y

xxxxx
θθθθθθθθ

12(

13(

14(

15(

16(

17(

18(

19(

20(

21(

22(

23(

OO

LL

PP

θθ

ω

S

24(

للتوضيح انظر إجابات الطلاب. نعم؛
25(

6.5 m/s

26(

27(

28(

29(

1 30(

-1 31(

1 32(

-1 33(

cos θ 34(

tan θ 35(

1 36(

sin θ 37(

1 38(

1 39(

2 40(

41(
انظر الهامش.



 يمكن إثبات صحة متطابقة بتحويل أحد طرفي المعادلة أو كليهما في 
الوقت نفسه. وربما يفضل بعض الطلاب تحويل أحد الطرفين تجنبًا للتشويش.


لذا أوجد قيم ليست متطابقة، مما يعني أنها ليست صحيحة لكل قيم x ؛ sin x + cos x = 1 المعادلة  

k، حيث k، حيث k أي عدد صحيح. 90° + k ­ 360° (أو) 0° + k ­ 360° التي تجعل هذه المعادلة صحيحة. x



   
يستعمل الطلاب في السؤال 43 التمثيل 
البياني والتحليل، ليتوصلوا إلى الصيغة 

.1 = 2 sin x العامة لحل المعادلة المثلثية

 4
 اطلب إلى الطلاب كتابة كيف 
ساعدهم تعلّم المتطابقات المثلثية الأساسية 
في الدرس (1-3) في إثبات صحة متطابقات 

ا في درس اليوم. أكثر تعقيدً

 
تحقق من مد￯ استيعاب الطلاب للمفاهيم 

,1-3 بإعطائهم:   3-2 الواردة في الدرسين 

 الاختبار القصير 1، ص (49)


y = -  

g x  2_
2 v 0   2

(1 +  tan2 θ) + x tan θ (41

sin  2 ؛ لأن  θ -  cos  2 θ = 2  sin  2 θ (44
باقي المعادلات هي متطابقات 

فيثاغورس وهذه المعادلة ليست منها.
إجابة ممكنة: هل استعملت المتطابقة (46

sin2؟ θ + cos2 θ = 1

إجابة ممكنة: لأنهما أكثر دالتين  (47
ا. مثلثتين شيوعً

زاويتان متتامتان فإن  α, β بما أن (48

   co s  2  α + co s  2  β =

   = co s  2  α + co s  2  (90 - α) 

   = co s  2  α + si n  2  α

    = 1
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فإن القدرة  ، R د من خلال مقاومة  عند مرور تيار متردّ  
f حيثf حيثf ، P =   I0   2R  sin  2  2π f tπ f tπ  :من الثواني تُعطى بالصيغة t بعد P

، I0 أعلى قيمة للتيار. التردد

.  cos  2  2π f t اكتب صيغة للقدرة بدلالة (a

.  csc  2  2π f t اكتب صيغة للقدرة بدلالة (b

ستكتشف طريقة حل  ،  في هذه المسألة  
. 1= 2 sin x معادلة مثل

أعد كتابة المعادلة السابقة  بحيث تكون sin x فقط في    (a
أحد الطرفين.

مثِّل كلاًّ من طرفي المعادلة  مستعملاً الحاسبة البيانية، ،مستعملاً الحاسبة البيانية ،مستعملاً الحاسبة البيانية (b
0 ≤x < 2 π بيانيًّا كدالة في المجال
مثِّل كلاًّ من طرفي المعادلة 

بيانيًّا كدالة في المجال 
مثِّل كلاًّ من طرفي المعادلة 

π بيانيًّا كدالة في المجالπ (a) التي أوجدتها في الفرع(a) التي أوجدتها في الفرع(a)
وفي المستو￯ الإحداثي نفسه. ثم حدد جميع نقاط التقاطع 

xوأوجد قيم xوأوجد قيم x بالراديان. بينهما،

المعادلة  مثِّل كلاًّ من طرفي  البيانية، الحاسبة  مستعملاً    (c
كدالة  ،  بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية
المعادلة  مثِّل كلاًّ من طرفي 

 بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية
المعادلة  مثِّل كلاًّ من طرفي 

(a) التي أوجدتها في الفرع
نفسه، الإحداثي   ￯المستو وفي  -2 π < x < 2 πالمجال في 
بالراديان.  x قيم  وأوجد  ، بينهما التقاطع  نقاط  جميع  حدد  ثم 

ن الصيغة العامة لحلول المعادلة. وضح إجابتك. خمِّ   (d


د المعادلة المختلفة عن المعادلات  حدّ   

الثلاث الأخر￯. وضح إجابتك.

 sin  2 θ + cos  2 θ = 11 + cot  2 θ = csc  2 θ

 sin  2 θ - cos  2 θ = 2  sin  2 θ tan  2 θ + 1 = sec  2 θ

ولكن  sin  2  متطابقة، θ +  cos  2 θ  بيّن لماذا تُعدّ 1 =  

sin θ ليست متطابقة. =   √����√����√1 - cos θ  θ  θ

 يجد زميلك صعوبة في برهنة متطابقة مثلثية تتضمن    
قو￯ دوال مثلثية. اكتب سؤالاً قد يساعده في ذلك.

يجد زميلك صعوبة في برهنة متطابقة مثلثية تتضمن 
قو￯ دوال مثلثية. اكتب سؤالاً قد يساعده في ذلك.

يجد زميلك صعوبة في برهنة متطابقة مثلثية تتضمن 

ا لماذا يُفضل إعادة كتابة المتطابقات المثلثية   اكتب موضحً  
في معظم الأحيان. (cos θ) وجيب التمام (sin θ) بدلالة الجيب

فبرهن أن: زاويتان متتامتان، α, β  إذا علمت أن   
. cos  2 α +  cos  2 β = 1

 برهن صحة متطابقتي فيثاغورس الثانية والثالثة.  


3 -1 أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

√�√�√5_
3

0° < θ < 90° ، cos θ =   2_
3

إذا كان  ، sin θ

5_
4

 90° < θ < 180°، cos θ = -   3_
5

إذا كان  ، csc θ

3_
5
   

5
   

5
270° < θ < 360° ، sec θ =   5_

3
إذا كان  ، cos θ

 يمثِّل الشكل أدناه سقف منزل مغطى بالقرميد.   

30°  .θ أوجدθ أوجدθ

9 ft
18 ft18 ft

θθ

3 -1 ط العبارتين الآتيتين. بسّ
si n  4 θ - co s  4 θ  __  
si n  2 θ - co s  2

  
2
    

2
  

θ
sin θ cos θ cos θ θ (1 θ (1 θ + co t  2 θ) 



، cos θ أي مما يأتي لا يكافئθ أي مما يأتي لا يكافئθ 
D 0 ؟ < θ <   π_

2
حيث 

cot θ sin θ sin θ θ C cos θ__
cos 2θ+sin2θ

A

tan θ csc θ csc θ θ D 1-sin2 θ_
cosθ

B

أثبت أن المعادلة التالية تمثِّل متطابقة: 
si n  3 θ cos θ cos θ θ + co s  3 θ sin θ sin θ θ = sin θ cos θ cos θ θ

42(

P = I0
2 R (1 - cos2 2πf tπf tπ ) (42a

P =
I0

2 R_
csc2 2π f tπ f tπ 

43(

sin x =   1
أعد كتابة المعادلة السابقة  بحيث تكون 

1
_أعد كتابة المعادلة السابقة  بحيث تكون 

2
(43a

انظر ملحق الاجابات. 43b-d 

44(
انظر الهامش

45(

مثال مضاد: 30° , 45°

46(

 46) انظر الهامش.
قو￯ دوال مثلثية. اكتب سؤالاً قد يساعده في ذلك.

46 
قو￯ دوال مثلثية. اكتب سؤالاً قد يساعده في ذلك.
- 47

قو￯ دوال مثلثية. اكتب سؤالاً قد يساعده في ذلك.
 47

قو￯ دوال مثلثية. اكتب سؤالاً قد يساعده في ذلك.

47(

48(
انظر الهامش.

انظر ملحق الإجابات.
49(

50(

51(

52(

53(

1 55(
cot θ

54(

56(

انظر ملح ق الإجابات.

57(
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
Sum and Difference of Angles Identities


هل اسـتعملت مزود الإنترنت اللاسـلكي وفقدت الإشارة بينما كنت 
وفي الوقت  تُسـبّب الموجات التي تمر من المكان نفسـه،
هل اسـتعملت مزود الإنترنت اللاسـلكي وفقدت الإشارة بينما كنت 

تُسـبّب الموجات التي تمر من المكان نفسـه،
هل اسـتعملت مزود الإنترنت اللاسـلكي وفقدت الإشارة بينما كنت 

تسـتعمله؟
. نفسه تداخلاً

تُسـبّب الموجات التي تمر من المكان نفسـه،
. نفسه تداخلاً

تُسـبّب الموجات التي تمر من المكان نفسـه،

ويحدث التداخل عندما تتلاقى موجتان فينتج عن ذلك موجة سعتها 
قد تكون أكبر من سعة كل من الموجتين المكونتين لها أو أصغر منهما.

ن جمع الزاويتين تتضمّ لاحظ أن المعادلة الثانية الموضحة في الشكل المجاور، 
_x , π. وفي الغالب يكون من المفيد استعمال المتطابقات المثلثية لمجموع زاويتين أو الفرق بينهما في إيجاد القيم 

4
. sin (60° دة. فمثلاً يمكننا إيجاد القيمة الدقيقة لِـ sin 15° من خلال إيجاد: ( 45° - المثلثية لزوايا محدّ

. وفي الغالب يكون من المفيد استعمال المتطابقات المثلثية لمجموع زاويتين أو الفرق بينهما في إيجاد القيم 
دة. فمثلاً يمكننا إيجاد القيمة الدقيقة لِـ  المثلثية لزوايا محدّ

. وفي الغالب يكون من المفيد استعمال المتطابقات المثلثية لمجموع زاويتين أو الفرق بينهما في إيجاد القيم 
4

دة. فمثلاً يمكننا إيجاد القيمة الدقيقة لِـ  المثلثية لزوايا محدّ
4


• sin (A• sin (A• sin ( + B ) = sin A cos B + cos A sin B
• cos ( A + B ) = cos A cos B - sin Asin B
• tan (A• tan (A• tan ( + B ) =   tan A + tan B

  __  
1 - tan A

  
A

    
A

  
 tan B

  
B
    

B
       


• sin (A• sin (A• sin ( - B) = sin A cos B - cos A sin B

• cos (A• cos (A• cos ( - B) = cos A cos B + sin A sin B

• tan (A• tan (A• tan ( - B) =   tan A - tan B  __  
1 + tan A

  
A

    
A

  
 tan B

  
B
    

B
     

أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي: دون استعمال الآلة الحاسبة،
sin 105° (a

وكلاًّ منهما زاوية خاصة معلومة قيم الدوال المثلثية لها، وَ °60 يساوي 105°، بما أن مجموع الزاويتين 45°
وذلك باستعمال المتطابقة:  لذا يمكن استعمالهما لإيجاد قيمة sin 105° ؛

sin (A + B) = sin A cos B + cos A sin B

= sin (60° + 45°)sin 105°A = 60° , B = 45°

= sin 60° cos 45° + cos 60° sin 45°

=  ( √�√�√3  _
2

·   
√�√�√2  _
2 ) +  (1_

2
·   

√�√�√2  _
2 )

=   
√�√�√6  _
4

+   
√�√�√2  _
4

=   
√�√�√6   +   √�√�√2  _

4
 

cos (-120°) (b

ثم استعمل المتطابقة: بحيث يكون الفرق بينهما 120°-  ، اختر زاويتين من الزوايا الخاصة،
cos (A - B) = cos A cos B + sin A sin B

= cos (60° - 180°)cos (-120°)A = 60° , B = 180°

= cos 60° cos 180° + sin 60° sin 180°

=   1_
2

· (-1) +   
√�√�√3  _
2

· 0

= - 1_
2

 


cos (-15°) (1B sin 15° (1A

 
 



 ■











 
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Sum and Difference of Angles Identities

O 2π
3π
2

x

π
4
π
3

 +        π +        π
4 +        4 +        )

-     3     3 )

y
2

1



  

1 
  

 


0˚ , 360˚






 

   
√�√�√6   +   √�√�√2  _

4
√�√�√6   -   √�√�√2  _

4

 1


3-3

إيجاد قيم الدوال المثلثية للزوايا.
3-3

إيجاد قيم الجيب وجيب التمام 
باستعمال المتطابقات المثلثية لمجموع 

زاويتين والفرق بينهما. 
إثبات صحة المتطابقات المثلثية 

باستعمال متطابقات المجموع والفرق. 
3-3

استعمال المتطابقات المثلثية لضعف 
الزاوية ونصفها.

 2


اطلب إلى الطلاب قراءة فقرة ”لماذا؟“.


ا؟ إجابة  ا؟ إجابة أيضً إجابة أيضً ا؟ "  ا؟ " أيضً أيضً أين سمعت كلمة "تداخل  •

ممكنة: التلفاز والمذياع.
كيف ترتبط الدوال المثلثية بترددات جهاز   •

التلفاز؟ يمكن أن تمثل هذه الترددات 
بدوال مثلثية.

اكتب بعض الطرق التي تستعملها لتجنب   •
فقد الإشارة من جهاز التلفاز. 

إجابة ممكنة: تغيير التردد، إغلاق أي 
مصدر قد يصدر موجات تتداخل مع 

موجات جهاز التلفاز.

333333333333


(  147 ,  149 )  •(  147 ,  149 )  •
(19)  •(19)  •(19)  •



14 •
16 •

16 •
17 •

16 •
17 •

3 - 3



147  3 - 3

 اختر مجموعة 
من الطلاب، واطلب إليهم أن 

يوضحوا كيفية استعمال متطابقات 
المجموع ومتطابقات الفرق من خلال 

أمثلة متعددة، وتوثيق ذلك باستعمال 
الكاميرا التوثيقية.

147  3-3 

لحلّ مسائل وتطبيقات من واقع الحياة. بإمكانك استعمال متطابقات مجموع زاويتين والفرق بينهما؛

t بالأمبير بعد t بالأمبير بعد t ثانية  c وتُعطى شدة هذا التيار يمر تيار كهربائي متردد في إحد￯ الدوائر الكهربائية، 
حيث قياس الزاوية بالدرجات. ، c = 3 sin 165t بالصيغةt بالصيغةt

باستعمال مجموع زاويتين. أعد كتابة الصيغة، (a

3 sin 165°tc =

3 sin (120°t + 45°t)=120°t + 45°t = 165°t

لإيجاد القيمة الدقيقة لشدة التيار بعد ثانية واحدة. ؛ استعمل المتطابقة المثلثية لمجموع زاويتين (b

3 sin (120°t + 45°t)c =a

3 sin (120° + 45°)=t = 1

3[sin 120° cos 45° + cos 120° sin 45°]=

3 ( √�√�√3  _
2 )( √�√�√2  _

2 ) +  (-1_
2)( √�√�√2  _

2 )����=(θ = 60°) 

3 ( √�√�√6  _
4

-   
√�√�√2  _
4 )=

3  √�√�√6   - 3  √�√�√2  _
4

= 

_  2√�√�√  3 -   6√�√�√  3   أمبير.
4

إذن شدة التيار بعد ثانية واحدة يساوي  


فأجب عما يأتي: ، c =2 sin 285°t تُعطى بالصيغة t تُعطى بالصيغة t c إذا كانت شدة التيار

باستعمال الفرق بين زاويتين. أعد كتابة الصيغة، ( 2A

لإيجاد القيمة الدقيقة لشدة التيار بعد ثانية واحدة. ؛ استعمل المتطابقة المثلثية للفرق بين زاويتين ( 2B

ا في إثبات  تستعمل المتطابقات المثلثية لمجموع زاويتين والفرق بينهما أيضً 
صحة المتطابقات.

أثبت أن كل معادلة مما يأتي تمثِّل متطابقة:
cos (90° - θ) = sin θ (a

cos (90° - θ)

cos 90° cos θ + sin 90° sin θ=

0 · cos θ + 1 · sin θ=

sin θ  θ  θ �= 

وهو الطرف الأيمن من المتطابقة.

22


 (Ammeter)




2 sin (315t - 30t )t )t-√�√�√6   -   √�√�√2  _
2

3



أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ مما يأتي:
√�√�√2  +   √�√�√6  __

4
    sin 75°  (a  

√�√�√6  -   √�√�√2  __
4

    cos (–75°)  (b  

 يمر تيار كهربائي 
متردد في دائرة كهربائية، وتُعطى شدة 

التيار c بالأمبير بعد t ثانية بالصيغة
c = 4 sin 255 t ، حيث تقاس الزاوية 

بالدرجات.

أعد كتابة الصيغة باستعمال   (a  

المتطابقات المثلثية لمجموع 
زاويتين. 

C = 4 sin ( 210 t + 45 t )

استعمل المتطابقة المثلثية   (b  

لمجموع زاويتين؛ لإيجاد القيمة 
الدقيقة لشدة التيار بعد ثانية 

واحدة.
(   6√�√�√  -  2√�√�√  - ) أمبير

1

2


1 يبيِّن كيفية استعمال المتطابقات 

المثلثية لمجموع زاويتين وطرحهما لإيجاد 
القيم الدقيقة للعبارات المثلثية.

2 يبيِّن كيفية استعمال المتطابقة المثلثية 
للفرق بين زاويتين لحل مسائل من واقع الحياة.

 
بعد “ بعد “ بعد  تحقق من فهمك” تحقق من فهمك” تحقق من فهمك استعمل تدريبات 

كل مثال؛ للتحقق من مد￯ فهم الطلاب 
للمفاهيم.


 اطلب إلى الطلاب تحديد أوجه الشبه وأوجه الاختلاف بين متطابقات النسب المثلثية 

لمجموع زاويتين من جهة، ومتطابقات النسب المثلثية لناتج طرح زاويتين من جهة أخر￯. ثم اطلب إليهم كتابة 
جمل قصيرة لوصف نتائجهم. 

 



 3 148

 3  148

sin  (θ +   π_
2) = cos θ (b

sin  (θ +   π_
2 )

sin θ cos   θ cos   θ π_
2

+ cos θ sin   θ sin   θ π_
2

=

sin θ · 0 + cos θ · 1=

cos θ  θ  θ �= 
وهو الطرف الأيمن من المتطابقة.


tan  (π_

4
+ θ) =   1 + tan θ_

1 - tan θ
(3B sin (90° - θ (3A

1 أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي: دون استعمال الآلة الحاسبة،

cos 105° cos 165°

cos   π_
12

cos 75°

sin (-210°) sin 135°

tan 195°  cos 135°

وتعطى شدة هذا   يمر تيار كهربائي متردّد في دائرة كهربائية،  

2 . c = 2sin(120° t) ثانية بالصيغة t بالأمبير بعد t بالأمبير بعد t c التيارc التيارc

باستعمال مجموع زاويتين. أعد كتابة الصيغة، (a

لإيجاد القيمة  استعمل المتطابقة المثلثية لمجموع زاويتين؛ (b
الدقيقة لشدة التيار بعد ثانية واحدة.

3 أثبت أن كل معادلة مما يأتي تمثِّل متطابقة:

sin (90° + θ) = cos θ

cos  (3π_
2

- θ) = -sin θ

tan  (θ +   π_
2 ) = -cot θ

sin (θ + π) = -sin θ

cos  (π_
2

+ θ) = -sin θ

tan (θ + 45°) =   1 + tan θ_
1 - tan θ

في بداية الدرس. عندما   ارجع إلى فقرة"لماذا؟"؛  
تتلاقى موجتان وتنتج موجة سعتها أكبر من سعة كل من الموجتين 

ا. امً وبعكس ذلك يكون هدَّ
تتلاقى موجتان وتنتج موجة سعتها أكبر من سعة كل من الموجتين 

ا. امً وبعكس ذلك يكون هدَّ
تتلاقى موجتان وتنتج موجة سعتها أكبر من سعة كل من الموجتين 

، يكون التداخل بناءً

y

O x



  

y

O x

 

 

إذا علمت أن كلاًّ من الدالتين:
.   y  y  1 = 10 sin (2t + 210°),  y),  y),  2 = 10 sin (2t + 30°)

ر معناه بالنسبة للموجتين. وفسِّ فأوجد مجموع الدالتين، تمثل موجة،

أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي: دون استعمال الآلة الحاسبة،

sec 1275° tan 165°

tan   23π_
12

sin 735°

cot   113π_
12

csc   5π_
12

على الصورة  sin A + tan θ cos A
  __  

cos A - tan θ
  

θ
    

θ
  

sin 
  

sin 
    

sin 
  

A
  

A
    

A
بيِّن أنه يمكن كتابة المقدار    

θحيث θحيث A, θ زاويتان حادتان . ، tan ( A + θ)



√�√�√2   -   √
أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

√
أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

�
أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

�
أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

√�√
أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

√
أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

�
أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

√
أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

6  _
4

2( -
√

أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:
√

أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:
�√�√2   +   √�√�√6  _

4
1(

√�√�√6   +   √�√�√2  _
4

4(
√�√�√6   -   √�√�√2  _

4
3(

1_
2

6(
√�√�√2  _
2

5(

2 -   √�√�√3  8( -√�√�√2  _
2
  7(

9(

c = 2 sin (90t + 30t) :إجابة ممكنة
باستعمال مجموع زاويتين.

إجابة ممكنة: 
باستعمال مجموع زاويتين. أعد كتابة الصيغة،

إجابة ممكنة: 
أعد كتابة الصيغة،
 (
أعد كتابة الصيغة،
 (
أعد كتابة الصيغة،

9a

أمبير
استعمل المتطابقة المثلثية لمجموع زاويتين؛

أمبير
استعمل المتطابقة المثلثية لمجموع زاويتين؛
   √

استعمل المتطابقة المثلثية لمجموع زاويتين؛
√

استعمل المتطابقة المثلثية لمجموع زاويتين؛استعمل المتطابقة المثلثية لمجموع زاويتين؛
�

استعمل المتطابقة المثلثية لمجموع زاويتين؛استعمل المتطابقة المثلثية لمجموع زاويتين؛
√

استعمل المتطابقة المثلثية لمجموع زاويتين؛
�

استعمل المتطابقة المثلثية لمجموع زاويتين؛
√

استعمل المتطابقة المثلثية لمجموع زاويتين؛
3   

15–10) انظر ملح ق الإجابات.
10(

11(

12(

13(

14(

15(

16(

تداخل هدام ،0

   √�√�√2   -   √�√�√6  18( -2 +   √�√�√3  17(

-2 +   √�√�√3  20(    
√�√�√6   -   √�√�√2  _

4
19(

 2 -   √�√�√3  22( انظر الهامش. 21(

23(

انظر ملحق الإجابات.

sin (90° - θ )   (3A
= sin 90° cos θ - cos 90° sin θ
= 1 cos θ - 0 sin θ
= cos θ

tan(  π_
4

+ θ)  (3B

=   
tan   π_

4
+ tan θ__  

1-tan   π_
4

  tan _  tan _ θ  θ  θ
=   1 + tan θ_

1 - tan θ
   


3 يبيِّن كيفية استعمال متطابقات النسب  

المثلثية لمجموع زاويتين والفرق بينهما؛ 
لإثبات صحة متطابقات مثلثية.



أثبت أن كل معادلة من المعادلتين 
الآتيتين تمثل متطابقة:

cos (360° - θ ) θ ) θ = cos θ  (a  

cos (360° - θ) � cos θ
cos360°cosθ+sin360°sinθ�cosθ

1 ­ cos θ + 0 ­ sin θ �cos θ
cos θ = cos θ �

cos (π -θ) θ) θ = – cos θ  (b

cos (π - θ) � –cos θ
cos π cosθ+ sin π sinθ � –cos θ

–1 ­ cos θ + 0 ­ sin θ � –cos θ
– cos θ = –cos θ �

3

 3

 
استعمل الأسئلة 15–1 للتأكد من فهم 

الطلاب.
ثم استعمل الجدول أسفل هذه الصفحة؛ 
لتعيين الواجبات المنزلية للطلاب حسب 

مستوياتهم.


csc   5π_csc   _csc   

12
                  (21

= 1_
sin 5π_

12

إجابة ممكنة:

= 1__
sin (π_

4
+ π_

6)

= 1  _____  
sin π_

4
 cos π   π   _

6
+ cos π   π   _

4
 sin π   π   _

6

= 1____  
√�√�√2√2√_
2

  ×
√�√�√3√3√_
2

+
√

  
√

  
�

  
�

  
√�√

  
√

  
�

  
√

  
2√2√_

2
× 1_

2

=    1   ___
√�√�√6 + √�√�√2√2√__

4

= 4__
√�√�√6 +√�√�√2√2√

  
�

  
�

× 
√�√�√6 - √�√�√2√2√__

√�√�√6 - √�√�√2√2√

=
4(√�√�√6 - √�√�√2√2√ )__

6 - 2

= √�√�√6 - √�√�√2√2√




32-44 ،29 ،26 ،25 ،20 ،19 ،1–15 دون المتوسط

15–1 (فردي)، 22-16، 24، 29-25 (فردي)، 32-44 ضمن المتوسط

16–44 فوق المتوسط



149  3 - 3


 ، sin 65° sin. واطلب إليهم أن يستعملوا هذه المعلومة لإيجاد كل من 20° ≈  أخبر الطلاب أن 0.3420 

0.9063, 0.42 26  .cos 65°

 

149  3-3 

سوف تثبت عدم صحة   في هذه المسألة،  
. sin (A + B) = sin A + sin B :الفرضية

أكمل الجدول.   (a

A B sin A sin B sin ( A + B) sin A + sin B

30° 90° 1_
2

1
√�√�√3  _
2

3_
2

45° 60°
√�√�√2  _
2

√�√�√3  _
2

√�√�√2   +   √�√�√6  _
4

√�√�√2   +   √�√�√3  _
2

90° 30° 1 1_
2

√�√�√3  _
2

3_
2

  

واستعمل الحاسبة  ا، افترض أن B أقل من A بـ °15 دائمً   (b
، y = sin (x + x البيانية لتمثل كلاًّ من: (15° -

افترض أن 
البيانية لتمثل كلاًّ من: 

افترض أن   
البيانية لتمثل كلاًّ من: 

 

y على الشاشة نفسها . = sin x + sin (x - 15°)

sin (A + B) = sin A + sin B د ما إذا كانت حدّ   (c
ر إجابتك. متطابقة أم لا. فسِّ

أثبت أن كل معادلة مما يأتي تمثِّل متطابقة:

sin (A + B) = tan A + tan B  __
sec A sec B

  
B
  

cos (A + B) = 1 - tan A tan B  __
sec A sec B

  
B
  

sec (A - B) = sec A sec B__  
1 + tan A 

  
A 

  
tan B

  
B
  

sin (A + B) sin (A - B) = sin2 A - sin2 B


دون إيجاد مفكوك المجموع أو الفرق. ط العبارة الآتية،  بسّ  

sin  (π_
3

- θ) cos  (π_
3

+ θ) - cos  (π_
3

- θ) sin  (π_
3

+ θ)
. cot A , cot B بدلالة cot (A + B) اشتق المتطابقة    

بيّن الزاويتين A , B في الوضع القياسي  يُ  الشكل أدناه،  
حيث  ، d لإيجاد قيمة ؛ في دائرة الوحدة. استعمل قانون المسافة

(x1 , y1) = (cos B , sin B ) , (x2 , y2) = (cos A , sin A)

x

y

AA - BB (cos B, sin B)
AA

B

d
(cos A, sin A)

1

1

-1

-1 O

لماذا؟" في بداية  استعمل المعلومات المعطاة في فقرة " 
لتشرح كيف تُستعمل المتطابقات المثلثية 

 في بداية 
لتشرح كيف تُستعمل المتطابقات المثلثية 

استعمل المعلومات المعطاة في فقرة  في بداية 
لتشرح كيف تُستعمل المتطابقات المثلثية 

استعمل المعلومات المعطاة في فقرة 
الدرس وفي السؤال 16؛

لوصف التداخل في الأمواج  لمجموع زاويتين والفرق بينهما؛
، ا الفرق بين التداخل البنّاء اللاسلكية في شبكة الإنترنت. موضحًّ

لوصف التداخل في الأمواج 
ا الفرق بين التداخل البنّاء اللاسلكية في شبكة الإنترنت. موضحًّ

لوصف التداخل في الأمواج  لمجموع زاويتين والفرق بينهما؛
ا الفرق بين التداخل البنّاء اللاسلكية في شبكة الإنترنت. موضحًّ

لمجموع زاويتين والفرق بينهما؛

ام. والتداخل الهدّ

A, B, C زوايا في  إذا كانت  في النظرية الآتية:  
tan A + tan B + tan C = tan A tan B tan C فإن مثلث،

ا لكلٍّ من A, B, C . وتحقق من صحة المساواة لكل القيم  اختر قيمً
التي تختارها.

3-1 ط كلاًّ من العبارتين الآتيتين: بسّ

sin θ csc θ csc θ θ - cos2 θ

cos2 θ sec θ sec θ θ csc θ csc θ θ

3-1 أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

0˚<θ<90˚ ، tan θ =   1_
2

إذا كان  ، sec θ

180˚<θ<270˚ ، sin θ = -   2_
3

إذا كان ، cos θ

90˚<θ<180˚ ، cot θ = -   7_
12

إذا كان ، csc θ

270˚<θ<360˚ ، cos θ =   3_
4

إذا كان ، sin θ

0<θ< π_
2

، 8 cos θ إذا كان 0 = 5 - ، tan θ

( 3 -2 أثبت أن كلاًّ من المعادلتين الآتيتين تمثِّل متطابقة:
sin θ_
tan θ

+   cos θ_
cot θ

= cos θ + sin θ

sec θ (sec θ (sec θ θ - cos θ) = tan2 θ



ما القيمة الدقيقة للعبارة:
sin (60° ؟ + θ) cos θ - cos (60° + θ) sin θ

2_
√�√�√3  

C 1_
2 A

√�√�√3  D
√�√�√3  _
2

B

، cos θ  إذا كان 0 = 0.3 +  

 . cot θ فأوجد القيمة الدقيقة لـِ ، π< θ < 3π_
2

حيث

24(

b, c) انظر ملحق الإجابات.

28– 25) انظر ملحق الإجابات.
أثبت أن كل معادلة مما يأتي تمثِّل متطابقة:

25 –28
أثبت أن كل معادلة مما يأتي تمثِّل متطابقة:

25(

26(

27(

28(

sin (-2 θ)
29(

انظر ملحق الإجابات.
(

انظر ملحق الإجابات.
( )

انظر ملحق الإجابات.
) (

انظر ملحق الإجابات.
(

30(

31(

انظر ملح ق الإجابات.

32(

انظر إجابات الطلاب.

33(

انظر الهامش.



sin2 θ 34(

cot θ 35(

√�√�√5  _
2

36(

-√�√�√5  _
3

37(

√��√��√193  _
12

38(

-   
√�√�√7  _
4

39(

√�√�√39  _
5

40(

انظر الهامش. (41, 42
41(

42(

43(
B

44(
3  √�√�√91  _

91

    
يستعمل الطلاب في السؤال 24 المعلومات 

المنظمة في جدول، بالإضافة إلى الحاسبة 
البيانية لإثبات عدم صحة فرضية حول 

المتطابقات المثلثية.

 4
 اطلب إلى الطلاب وضع 

قائمة بالزوايا التي تقع قياساتها بين:
°360 و °0 والتي يستطيعون إيجاد نسبها 

المثلثية بسهولة باستعمال النسب المثلثية 
لمجموع زاويتين وطرحهما. ثم اطلب إليهم 

ا لهم عند  الاحتفاظ بالقائمة؛ لتكون مرجعً
التحضير للاختبارات.

 
تحقق من مد￯ استيعاب الطلاب للمفاهيم 

الواردة في الدرس 3-3  بإعطائهم: 

 الاختبار القصير 2، ص (49)



إ  جابة ممكنة:  (33
A = 35°, B = 60°, C = 85°

0.7002 + 1.7321 + 11.4301
� (0.7002) (1.7321) (11.4301)

13.86 = 13.86 �

sin θ_
tan θ

 +_ +_    cos θ_
cot θ

� cos θ +θ +θ sin θ  θ  θ  (41

sin θ_
sin θ_
cos θ

  +θ  +θ_  +_    cos θ_
cos θ_
sin θ

� cos θ + sin θ   

sin θ ·   cos θ_·   _·   
sin θ

+ cos θ ·   sin θ_
cos θ

�   

cos θ + sin θ     

cos θ + sin θ =θ =θ cos θ +θ +θ sinθ  � θ  � θ

sec θ (sec θ - cos θ) � ta n  2 θ  (42
1_

cos θ
  ( 1_

cos θ
 -_ -_ cos θ) � ta n  2 θ     

1_
co s  2 θ

 -_ -_ 1 � ta n  2 θ     

se c  2 θ - 1 � t an  2 θ   

ta n  2 θ = θ = θ t an  2 θ �   



 3 150


 333

 3  150

3 -1 ط كل عبارة مما يأتي: بسّ

cot θ sec θ

1 - cos2 θ_
sin2 θ

1_
cos θ

-   sin2 θ_
cos θ

cos  (π_
2

- θ) csc θ

3 -1 أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ مما يأتي

0° < θ < 90° ، cos θ =   3_
5

إذا كان  ، sin θ

270° < θ < 360° ، cot θ =-   1_
2

إذا كان  ، csc θ

0° < θ < 90° ، sec θ =   4_
3

إذا كان  ، tan θ

 أي مما يأتي يكافئ العبارة:  
3-1 _cos θ ؟

1 - sin2 θ

tan θ C cos θ A

sec θ D csc θ B

ارة في مدينة   ركب سلمان لعبة الأحصنة الدوّ  
وظل زاوية ميل  ،16 m الألعاب. إذا كان طول قطر دائرة هذه اللعبة
نصف قطر المسار  R حيث ، tan θ =   v

2_
gR

سلمان تُعطى بالعلاقة
g تسارع الجاذبية الأرضية  v السرعة بالمتر لكل ثانية، الدائري،

3-2  . 9.8 m/ s  2 ويساوي 

فأوجد زاوية ميله. ، 1_
5

إذا كان جيب زاوية ميل سلمان يساوي  (a

أوجد سرعة دوران اللعبة؟ (b

3-2 :أثبت أن كل معادلة مما يأتي تمثِّل متطابقة

cot2 θ + 1 =   cot θ_
cos θ · sin θ

cos θ csc θ csc θ θ_
cot θ

= 1

sin θ tan θ tan θ θ_
1 - cos θ

= (1 + cos θ ) sec θ ) sec θ θ

tan θ (1 θ (1 θ - sin θ )θ )θ =   cos θ sin θ sin θ θ_
1 + sin θ

ا لطول قطرها.   تُصنَّف شاشات الحاسوب عادة وفقً  
3-1 استعمل الشكل أدناه للإجابة عما يأتي:

. h أوجد قيمة (a

cot θ =   cos θ_
sin θ

بيّن أن  (b

15 in15 in15 in15 in15 in15 in15 in15 in
h

3-2 :أثبت أن كل معادلة مما يأتي تمثِّل متطابقة
sin θ · sec θ_

sec θ - 1
= (sec θ + 1) cot θ

sin2 θ · tan2 θ = tan2 θ - sin2 θ

cot θ (1 θ (1 θ - cos θ )θ )θ =   cos θ · sin θ_
1 + cos θ

3-3 أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ مما يأتي:

cos 105°

sin (-135°)

tan 15°

cot 75°  

3-3 _cos   5π ؟
12

 ما قيمة   

√�√�√6   -   √�√�√2  _
4 C √�√�√2  A

√�√�√6   +   √�√�√2  _
4 D

√�√�√6   +   √�√�√2  _
2 B

3-2 :ل متطابقة أثبت أن المعادلة الآتية تمثِّ
cos 30° cos θ + sin 30° sin θ =sin 60° cos θ+ cos 60° sin θ


3-33-1

csc θ 1(

1 2(

cos θ 3(

1 4(

4_
5

5(

-
√�√�√5  _
2

6(

√�√�√7  _
3

7(

8(
D

9(

 تقريبًا
فأوجد زاوية ميله.

 تقريبًا
فأوجد زاوية ميله.

11.5°

4m/s تقريبًا

13- 10) انظر ملح ق الإجابات. 10(

11(

12(

13(

14(

9 in

انظر ملحق الإجابات.

17– 15) انظر ملحق الإجابات.

15(

16(

17(

√�√�√2   -   √�√�√6  _
4

18(

-
√�√�√2  _
2

19(

2 -   √�√�√3  20(

2 -   √�√�√3  21(

C 22(

انظر ملحق الإجابات.

23(

3-33-1
 

استعمل اختبار منتصف الفصل؛ للتحقق من 
مد￯ فهم الطلاب للأسئلة التي لم يجيبوا 

عنها بشكل صحيح. اطلب إلى الطلاب 
مراجعة الدروس المشار إليها بعد كل سؤال. 

 
 اختبار منتصف الفصل، ص (51) .


1

2

%25


%50




3-1 , 3-2 , 3-3www.obeikaneducation.com

(134 )
www.obeikaneducation.com


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Double-Angle and Half-Angle Identities


ا. ويعتمد  تستعمل النوافير مضخات تضخ الماء بزوايا محددة فتصنع أقواسً

v مسار الماء على سرعة الضخ وزاويته. فعندما يتم ضخ الماء في الهواء بسرعة
فإن المعادلتين الآتيتين تحددان المسافة  ،θ وزاوية مع الخط الأفقي مقدارها  ،

: H وأقصى ارتفاعH وأقصى ارتفاعH ، D الأفقية

D ، حيث تمثل g تسارع الجاذبية الأرضية. =   v
2_
g

 sin 2θ , θ , θ H =   v
2_

2 g
  sin  2 θ

وعرضها. فعبّر  ، إلى D تساعد في تحديد ارتفاع النافورة H إذا علمت أن نسبةH إذا علمت أن نسبةH

.θ كدالة فيθ كدالة فيθ H_
D

عن النسبة 

من المفيد أحيانًا أن يكون لديك متطابقات تساعدك على إيجاد قيمة دالة  
مثلثية لضعف الزاوية.

θθθ

 cos 2θ = cos2 θ - sin2 θ
sin 2θ = 2 sin θ cos θ cos θ θ cos 2θ cos 2θ θ = 2 cos2 θ - 1 tan 2θ =   2 tan θ_

1 - tan2 θ
 cos 2θ = 1 - 2 sin2 θ

30

. 0° < θ < 90° ، sin θ =   2_
3

_ إذا كان _ إذا كان  sin 2θ أوجد القيمة الدقيقة لـθ أوجد القيمة الدقيقة لـθ

. θ ، فإننا نجد θ ، فإننا نجد cos θ أولاً sin 2 θ =2 sin θ cos θ cos θ θ إن θ إن θ حيث

. cos θ لإيجادθ لإيجادθ sin  2  ؛ θ +  cos  2 θ استعمل المتطابقة 1 =  1 
= 1 - sin2 θ cos  2 θ cos  2  θ +  sin  2  θ = 1

= 1 -  (  2 _ 
3
  ) 

2
 cos  2 θsin θ =   2 _ 

3
   

=   5_
9

 cos  2 θ

= ±
√�√�√5  _
3

cos θ

. cos θ =   
√�√�√5  _
3

θفإن θفإن cos θ موجب أي  ، θوبما أن θوبما أن θ تقع في الربع الأول  

. sin 2θ أوجدθ أوجدθ  2 
= 2 sin θ cos θsin 2θ

= 2  (  2 _ 
3
  )   (    

√ � 5  
 _ 

3
  ) sin θ =   2 _ 

3
   , cos θ =     

√ � 5  
 _ 

3
  

=   4  √�√�√5  _
9




-4   
 

√
 � 2   _ 

9
    . 90° < θ < 180° ،cos θ = -   1_

3
إذا كان     ، sin 2θ أوجد القيمة الدقيقة لِـθ أوجد القيمة الدقيقة لِـθ (1

 



 

(3 -3 )













www.obeikaneducation.com


Double-Angle and Half-Angle Identities



1

 1


3-4

إيجاد قيم الجيب وجيب التمام 
باستعمال المتطابقات المثلثية لمجموع 

زاويتين والفرق بينهما.
3-4

إيجاد قيم الجيب، وجيب التمام 
باستعمال المتطابقات المثلثية لضعف 

الزاوية. 
إيجاد قيم الجيب، وجيب التمام 

باستعمال المتطابقات المثلثية لنصف 
الزاوية. 

3-4
حل معادلات مثلثية.

 2


اطلب إلى الطلاب قراءة فقرة ”لماذا؟“.


ر  sin  2؟ فسّ θ  و θ  و θ sin 2θ ما الفرق بين  θ ما الفرق بين  θ •

sin تمثّل جيب الزاوية التي  2θ .إجابتكθ .إجابتكθ

θتساوي مثلي الزاوية θتساوي مثلي الزاوية θ، في حين تمثل

.sin θ مربّع قيمة θ مربّع قيمة θ sin 2θ

θ بصورة دالة بدلالةθ بصورة دالة بدلالةθ    H
 مربّع قيمة 
H

 مربّع قيمة 
_
D

هل التعبير عن  •
يتضمن المتغير v؟  لا، عند التبسيط، 

.  v  2_
v  2

يمكن اختصار   1 =

ر  _H المتغير g؟ فسّ
D

هل تتضمن العبارة     H   هل تتضمن العبارة  H_   هل تتضمن العبارة  _ •

إجابتك.  
_1   ؛ لذا لا يحتوي 

2
_1   هي 

2g2g2
÷   1_g لا، قيمة

.g التعبير على المتغير

444444


(  152 )  •(  152 )  •(  154 )  •
(20)  •(20)  •(20)  •



18 •
20 •

20 •
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20 •
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3 - 4
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: sin θ =   2_
3

  ; 0° < θ ا بأن  90° > أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ مما يأتي علمً

cos 2θ (a

فإننا نستطيع أن نستعمل متطابقات جيب تمام ضعف  cos θ , sin θ , sin θ معلومة من المثال 1، θ بما أن قيمة كل منθ بما أن قيمة كل منθ

. cos2θ = 1 - 2  sin  2 θ الزاوية. وسوف نستعمل المتطابقة
= 1 - 2  sin  2  θcos 2θ

= 1 - 2   (  2 _ 
3
  )   

2
  =   1_

9
sin θ =   2 _ 

3
  

tan 2θ (b

. tan 2θ  كي تستعمل متطابقةθ  كي تستعمل متطابقةθ θأوجد θأوجد tan θ ؛  1 
=   sin θ _

cos θ
  tan θ

=   
  2 _ 
3
  _ 

    
√ � 5  

 _ 
3
  
  sin θ =   2 _ 

3
   , cos θ =     

√ � 5  
 _ 

3
  

=   2_
√�√�√5  

=   2  √�√�√5  _
5



. tan 2θ أوجدθ أوجدθ  2 

=   2 tan θ_
1 - tan  2 θ

tan 2θ

=   
2  (2  √�√�√5  _

5 )_
1 - (2  √�√�√5  _

5 )   
2

tan θ =   2  √ � 5  
 _ 

5
  

=   
2 (2  √�√�√5  _

5 )_
25_
25

-   20_
25



=   

4  √�√�√5  _
5_
1_
5

 

=   4  √�√�√5  _
5

·   5_
1

= 4  √�√�√5    a _ 
b
   ÷   c _ 

d
   =   a _ 

b
   ·   d _ 

c
  


: cos θ = - 1_

3
  ; 90° < θ < 180° ا بأن أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ مما يأتي علمً

4  √ � 2  
 _ 

7
  tan 2θ (2B cos 2θ (2A

لإيجاد قيمة دالة  ؛ أن يكون لديك متطابقة من المفيد في بعض الأحيان، 
مثلثية لنصف الزاوية.

θθθ

sin   θ_
2

= ± √����√����√1 - cos θ_
2

     cos   θ_
2

= ± √����√����√1 + cos θ_
2

     tan   θ_
2

= ± √����√����√1 - cos θ_
1 + cos θ

    , cos θ ≠ -1

31

2


 


sin ( A + B )
θθθ
 sin 2θθθ


 cos ( A + B )

θθθ
. cos 2θθθ

- 7_
9






2 ,1 يبيِّنان كيفية إيجاد القيمة  
الدقيقة لعبارة ما باستعمال المتطابقات 

المثلثية لضعف الزاوية.

 
بعد “ بعد “ بعد  استعمل تدريبات ”تحقق من فهمك

كل مثال للتحقق من مد￯ فهم الطلاب 
للمفاهيم.



cos 2θ  ِθ  ِθ ِـ  أوجد القيمة الدقيقة لـ ِ  أوجد القيمة الدقيقة ل
.sinθ =   3_

4
; 0 < θ < إذا كان 90°

– 0.125

أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ مما يأتي، 
.cos θ =   4

أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ مما يأتي، 
4

أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ مما يأتي، 
_
5

; 0°< θ ا بأن 90°> علمً
24_
7

   tan 2θ  (a  

   24_
25

sin 2θ  (b  

1

2


ر الطلاب بالمتطابقة   ذكّ 

sin  2θ، وأن هناك صيغتين  +  cos  2θ = 1

أخريين نحصل عليهما من هذه المتطابقة 
θ أو  θ أو  cos  2θ من كلا  sin  2θ  وذلك بطرحθ  وذلك بطرحθ

cos2θ ثلاث  ا أن  رهم أيضً الطرفين. وذكّ
صيغ؛ وذلك لوجود 3 صيغ مختلفة 

.cos  2θ +  sin  2θ = للمتطابقة 1

✓ 


ع الطلاب في  م في هذا الدرس آخر المتطابقات المثلثية في هذا الفصل. وزّ  قدِّ

مجموعات صغيرة، واطلب إليهم عمل بطاقات لجميع المتطابقات، وكتابة طرف المتطابقة الأيسر على بطاقة 
وطرفها الأيمن على بطاقة أخر￯، ثم يقومون بخلط البطاقات، ووضعها مقلوبة على الطاولة، ثم اطلب إليهم أن 

يلعبوا لعبة الذاكرة بقلب البطاقات حتى الحصول على طرفي كل متطابقة. 

 
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θ ، θ ، θ تقع في الربع الثالث. sin θ = - 4_
5

ا بأن  _cos   θ ، علمً
2

أوجد القيمة الدقيقة لِـ  (a

= 1 - sin  2 θ cos  2 θ

= 1 -   (-   4 _ 
5
  )   

2
  cos  2 θsin θ = -   4 _ 

5
  

= 1 -   16_
25

 cos  2 θ   (-  4 _ 
5
  )   

2
  =   16 _ 

25
  

=   9_
25

 cos  2 θ

= ±3_
5

cos θ 

. cos θ = - 3_
5

فإن  ، θبما أن θبما أن θ تقع في الربع الثالث

= ±  √����√����√1 + cos θ
 _

2
   cos   θ_

2


= ±√���√���√1 - 3 _ 
5
  
 _

2
   cos θ = -   3 _ 

5
  

= ±√�√�√1_
5

    

= ±  1_
√�√�√5  

·   
√�√�√5  _
√�√�√5  

= ±  
√�√�√5  _
5



.cos   θ_
2

= -
√�√�√5  _
5

_θ  تقع بين °90 وَ °135 . إذن،  
2

فإن   θبما أن θبما أن θ تقع بين °180 وَ 270° ،

. cos 67.5° أوجد القيمة الدقيقة لِـ دون استعمال الآلة الحاسبة، (b

= cos   135°_
2

cos 67.5°67.5° =   135° _ 
2
  

=   √�����√�����√1 + cos 135°__
2

      67.5° cos   θ _ 
2
   = ±   √ ����

   1 + cos θ
 _ 

2
    

=  
√���√���√1 -   

√�√�√2  _
2_

2
   cos 135 =     

 
 √ � 2  
 _ 

2
  

=   √
����

√
����

√ 2_
2

-   
√�√�√2  _
2_

2
   1 =   2 _ 

2
  

=   √
���

√
���

√ 2 -   √�√�√2  _
2_
2

   

=   √����√����√2 -   √�√�√2  _
2

·   1_
2

     a _ 
b
   ÷   c _ 

d
   =   a _ 

b
   ·   d _ 

c
  

=   √���√���√2 -   √�√�√2  _
4

   

=   
√���√���√2 -   √�√�√2    _

√�√�√4  
  √ �   a _ 

b
     =     

√ � a  
 _ 

  √ � b  
  

=   
√���√���√2 -   √�√�√2    _

2
 


θ ، θ ، θ تقع في الربع الثاني. sin θ =   2_

3
ا بأن  ا بأن _علمً _علمً ، sin   θ_

2
أوجد القيمة الدقيقة لِـ (3

3 
 

 

θ_

2





√����√����√18 + 6√�√�√5_
6

g= 978 + 5.17 sin2 L 2 L 2 - 0.007 sin2 L2 L2


3 يبيِّن كيفية استعمال متطابقات نصف  

الة المثلثية  الزاوية لإيجاد القيمة الدقيقة للدّ
لزاوية موجودة في ربع محدد. 

4 يبيِّن كيفية تبسيط معادلة تحتوي  
على عبارات مثلثية.

5 يبيِّن كيفية إثبات صحة متطابقات  
مثلثية باستعمال متطابقات النسب المثلثية 

لضعف الزاوية.



،cosθ_
2

أوجد القيمة الدقيقة لِـ   (a  

تقع في  θ ،θ ،θ sin θ =   3_
5

ا أن   علمً

   
√�√�√10  _
10

√�√�√   أو  1_
10

الربع الثاني.     

أوجد القيمة الدقيقة لـ   (b  

√���√���√2 -   √�√�√3    __
2

 .sin 165°

3

 ركز على 
”إرشادات للدراسة“ الموجودة في 
الهامش بجانب المثال 3 ، حيث إن 

معرفة الإشارة المناسبة للجواب 
في بداية الحسابات تساعد بعض 

الطلاب على تجنّب نسيان هذه 
الخطوة عند الانتهاء من حساباتهم.



ع الطلاب في   وزِّ
د كل مجموعة  مجموعات، وزوّ

بمسألة تتناول إما متطابقات ضعف 
الزاوية أو متطابقات نصف الزاوية. 

واطلب إلى كل مجموعة تسجيل 
عرضٍ مرئي يبينون خلاله كيفية اختيار 

الصيغة المناسبة لحل المسألة، محاولاً 
عرضٍ مرئي يبينون خلاله كيفية اختيار 

الصيغة المناسبة لحل المسألة، محاولاً 
عرضٍ مرئي يبينون خلاله كيفية اختيار 

تنويع مسائل الطلاب قدر الإمكان.

دُّ صيغ الدوال المثلثية لضعف الزاوية حالات خاصة من الصيغ التي تم دراستها في الدرس  تُعَ 
السابق. ويمكن الحصول على صيغ الدوال المثلثية لضعف الزاوية من خلال افتراض تساوي قيمتي الزاويتين

A ، B في الصيغ المثلثية لمجموع زاويتين.


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1-3

   

4

5

   

   

 
   

   



-
-
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. H_
D

بداية الدرس. وأوجد   " ارجع إلى المعلومات الموجودة في فقرة " لماذا؟ 

=   

v2_
2 g

  sin  2 θ
_

v2_
g  sin 2θ

H_
D



=   

v 2   sin  2 θ_
2 g_

v2  sin 2θ_
g

  

=   v
2   sin  2 θ_

2 g
·   

g_
v2  sin 2θ

  a _ 
b
   ÷   c _ 

d
   =   a _ 

b
   ·   d _ 

c
  

=    sin  2 θ_
2 sin 2θ

 

=    sin  2 θ_
4 sin θ cos θ cos θ θ

sin 2θ = 2 sin θ cos θ

=   1_
4

·   sin θ_
cos θ

 

=   1_
4

  tan θ  sin θ _ 
cos θ

   = tan θ


تقريبًا بالصيغة: (بالسنتمتر لكل ثانية تربيع) يعطى تسارع الجاذبية الأرضية عند مستو￯ سطح البحر

حيث L تمثل زاوية دائرة العرض ،g = 978 + 5.17  sin   L  0.014 sin L cos L

ط هذه العلاقة مستعملاً المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية. بسِّ (4A

.L = 45° عندما g واحسب قيمة ،4A استعمل الصيغة المبسطة التي أوجدتها في الفرع (4B

تذكر أنك تستطيع استعمال المتطابقات المثلثية لمجموع زاويتين والفرق بينهما في إثبات صحة المتطابقات. كما 
ا. يمكنك استعمال المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية ونصفها في إثبات صحة المتطابقات أيضً

_cos 2θ   تمثِّل متطابقة.
1 + sin 2θ

=   cot θ - 1_
cot θ + 1

أثبت أن المعادلة  

cot θ - 1_
cot θ + 1



=   
  cos θ _ 
sin θ

  - 1_
cos θ _ 
sin θ

  + 1
cot θ =   cos θ _ 

sin θ
  

=   cos θ - sin θ__
cos θ + sin θ

sin θ 

=   cos θ - sin θ__
cos θ + sin θ

·   cos θ + sin θ__
cos θ + sin θ

    cos θ + sin θ
 __  

cos θ + sin θ
   = 1

= cos  2 θ - sin  2 θ  ___   
 cos  2 θ + 2 cos θ sin θ sin θ θ + sin  2

   
2
   

θ


=    cos  2 θ - sin  2 θ  __  
1 + 2 cos 

  
 2 cos 

    
 2 cos 

  
θ

  
θ

    
θ

  
 sin 
  

 sin 
    

 sin 
  

θ sin θ
  

θ
  

 sin 
  

θ
    

θ
  

 sin 
  

θ
  

θ
  
θ
    
θ
  cos2 θ + sin2 θ = 1

=   cos 2θ _
1 + sin 2θ

     �cos2 θ - sin2 θ = cos 2θ; 2 cos θ sin θ = sin 2θ

أي أن المعادلة تمثِّل متطابقة. وهو الطرف الأيسر؛


.4  cos  2 x - sin  2  2 x = 4  cos  4 x (5

44


 


312m 

g = 978 + 5.17 sin2 L - 0.007 sin 2 L

980.578

5

انظر الهامش.



في " في " في   ارجع إلى فقرة "لماذا؟
  .   D_

H
بداية الدرس. وأوجد 

4_
tan θ

أو   4 cot θ

أثبت أن المعادلة
sin θ(cos2 θ - cos 2θ) = sin3 θ

تمثل متطابقة.

sin θ (cos2 θ - cos 2θ) � sin3 θ
sin θ [cos2 θ - (cos2 θ - sin2θ)]

� sin3 θ
sin θ (cos2 θ - cos2 θ + sin2 θ)

� sin3 θ
sin θ (sin2 θ) � sin3 θ

sin3 θ = sinθ = sinθ 3 θ �

4

5


4 cos2 x - sin2 2x � 4 cos4 x  (5

4 cos2 x - 4 sin2 x cos2 x � 4 cos4 x
4 cos2 x(1 - sin2 x) � 4 cos4 x

4 cos2 x cos2 x � 4 cos4 x

4 cos4 x = 4 cos4 x �


 .cos θ و θ و θ sin θ بدلالة θ بدلالة θ sin 4θ اطلب إلى الطلاب كتابة θ اطلب إلى الطلاب كتابة θ  

sin 4θ = θ = θ 4 sin θ cos θ cos θ θ - 8 sin3 θ cosθ cosθ  θ :إجابة ممكنة θ :إجابة ممكنة θ


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155  3-4 

، sin 2θ , cos 2θ , cos 2θ θ , sin   θ , sin   θ θ_
2

   , cos   θ_
2

أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ من
1-3 كان: إذا

sin θ   =   1_
4

; 0° < θ < 90°

sin θ =   4_
5

; 90° < θ < 180°

cos θ =   3_
5

; 270° < θ < 360°

tan θ = -   8_
15

; 90° < θ < 180°

sin θ =   2_
3

; 90° < θ < 180°

sin θ = - 15_
17

; π < θ <   3π_
2

tan θ = -2 ; π_
2

< θ < π

أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

sin   π_
8

cos 15°

sin 75°

- √����√����√7 - 4√�√�√3 tan 165°

√����√����√7 + 4√�√�√3 tan   5π_
12

 ركل لاعب كرة قدم   
كرة بزاوية قياسها °37 مع سطح 
وبسرعة ابتدائية متجهة  الأرض،

مقدارها ft/s 52. إذا كانت 
التي تقطعها  d المسافة الأفقية

. حيث g تسارع  d =   2 v2  sin θ cos θ cos θ θ  __
g

الكرة تُعطى بالصيغة 

وَ v تُمثّل السرعة الابتدائية  ، 32  ft/s  2 الجاذبية الأرضية ويساوي
4 المتجهة .

ط الصيغة مستعملاً المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية. بسّ (a

ما المسافة الأفقية d التي تقطعها الكرة باستعمال الصيغة  (b

طة؟ المبسّ

5 أثبت أن كل معادلة مما يأتي تمثِّل متطابقة:

tan θ =   1 - cos 2θ_
sin 2θ

tan   θ_
2

=   sin θ_
1 + cos θ

 tan 2θ =   2__
cot θ - tan θ

sin   θ_
2

  cos   θ_
2

    =   sin θ_
2

له الأمواج   ترتبط زاوية رأس المخروط الذي تشكِّ  

M الصوتية الناتجة عن اختراق الطائرة لحاجز الصوت بعدد ماخ
. sin   θ_

2
=   1_

M
(نسبة إلى عالم الفيزياء النمساوي ماخ) وفق العلاقة

θ

عبِّر عن قيمة العدد M بدلالة دالة جيب التمام. (a

a فاستعمل العبارة التي وجدتها في ، cos θ =   17_
18

إذا كان  (b
لحساب قيمة عدد ماخ. 

 يمر تيار متردد في دائرة كهربائية. إذا كانت شدة التيار   
P فإن القدرة ، I0  sin tθ ثانية هي θ ثانية هي θ t بالأمبير عند الزمن I الكهربائيI الكهربائيI

P . عبّر عن  =   I0   2 R  sin  2 tθ :تُعطى بالصيغة 
 ثانية هي 

 تُعطى بالصيغة: 
 ثانية هي 

θ :تُعطى بالصيغة θ R المرتبطة بالمقاومة
  . cos 2tθ القدرة بدلالةθ القدرة بدلالةθ

 ركل حسن كرة قدم عدة مرات بسرعة متجهة ابتدائية   
مقدارها ft/s 95 . برهن أن المسافة الأفقية التي قطعتها الكرة 
 . θ = 45° + A , θ = 45° - A متساوية لكل من الزاويتين

استعمل الصيغة المعطاة في التمرين 13 .

إذا كان: ، sin 2θ , cos 2θ , cos 2θ θ , tan 2θ , tan 2θ θ أوجد القيم الدقيقة لكلٍّ من 

cos θ =   4_
5

  ; 0° < θ < 90°

sin θ =   1_
3

  ; 0 < θ <   π_
2

tan θ = -3 ; 90° < θ < 180°

sec θ = -   4_
3

   ; 90° < θ < 180°

cot θ =   3_
2

  ; 180° < θ < 270°

 ستستكشف في هذه المسألة كيفية إيجاد   
ا على التمثيل البياني للدوال المثلثية. متطابقة مثلثية اعتمادً

استعمل الحاسبة البيانية لتمثيل الدالة   (a
f (θ) = 4 (sin θ cos   θ cos   θ  بيانيًّا في الفترة π_

4
- cos θ sin   θ sin   θ π_

4
 )

. -2π ≤ θ ≤ 2π

اعتمد على التمثيل البياني في (a) لتخمين دالة بدلالة    (b
ا.  . ثم أثبت صحتها جبريًّ

اعتمد على التمثيل البياني في 
ا.  . ثم أثبت صحتها جبريًّ

اعتمد على التمثيل البياني في 
f(f(f θ) الجيب تطابق

استعمل الحاسبة البيانية لتمثيل الدالة   (c

g(θ) = co s  2  (θ  بيانيًّا في الفترة  -   π_
3

 ) - si n  2 (θ -   π_
3

 )

. -2π ≤ θ ≤ 2π

اعتمد على التمثيل البياني في (c) لتخمين دالة بدلالة    (d
ا.  . ثم أثبت صحتها جبريًّ

اعتمد على التمثيل البياني في 
ا.  . ثم أثبت صحتها جبريًّ

اعتمد على التمثيل البياني في 
g(θ) جيب التمام تطابق



7-1) انظر الهامش.

1(

2(

3(

4(

5(

6(

7(

√
أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

√
أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

����
أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

����
أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

√����√
أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

√
أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

����
أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

√
أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

2 - √�√�√2_
2

8(

√����√����√2 + √�√�√3_
2

9(

√����√����√2 + √�√�√3_
2

10(

11(

12(

13(

d = v2 sin 2θ_
g

ط الصيغة مستعملاً المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية. بسّ
g

ط الصيغة مستعملاً المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية. بسّ

تقريبًا 81 ft

15-14) انظر الهامش.
14(

15(

17-16) انظر ملح ق الإجابات.)16

17(

18(

√����√����√1 - cos θ_
2

    =   1_
M

 (a

6

19(

P = 1_
2

I0
2 R - 1_

2
I0

2 R cos 2tθ
20(

انظر ملحق الإجابات.

24_
25

 , 7_
25

 , 24_
7 21(

4√�√�√2_
9

 , 7_
9

 , 4
√�√�√2_
7

22(

- 3_
5

 , - 4_
5

 , 3_
4

23(

-3  √�√�√7  _
8
  ,   1_

8
  , -3  √�√�√7  24(

12_
13

 , 5_
13

 , 12_
5

25(

26(

انظر ملحق الإجابات.
ا على التمثيل البياني للدوال المثلثية. متطابقة مثلثية اعتمادً

انظر ملحق الإجابات.
ا على التمثيل البياني للدوال المثلثية. متطابقة مثلثية اعتمادً




29-44 ،27 ،25 ،22 ،20 ،1-17 دون المتوسط

17–1 (فردي)، 26-18 (زوجي)، 29-44 ،27 ضمن المتوسط

18-44 فوق المتوسط





  

  a _ 
b
   ÷   c _ 

d
   =   a _ 

b
   ·   d _ 

c
  

 

sin 2θ = 2 sin θ cos θ

 

  sin θ _ 
cos θ

   = tan θ





   
  cos θ _ 
sin θ

  

cos θ _ 
sin θ

  
cot θ =   cos θ _ 

sin θ
  

sin θ 

    cos θ + sin θ
 __  

cos θ + sin θ
   = 1



cos2 θ + sin2 θ = 1

cos 2θ 
sin 2θ

     �cos2 θ - sin2 θ = cos 2θ; 2 cos θ sin θ = sin 2θ



44

5

 3

 
استعمل الأسئلة من 17–1 للتأكد من فهم 

الطلاب.

ثم استعمل الجدول أسفل هذه الصفحة؛ 
لتعيين الواجبات المنزلية للطلاب بحسب 

مستوياتهم.

يستعمل الطلاب في  
السؤال 26 التمثيل البياني لإيجاد متطابقات 

مثلثية وذلك باستعمال الحاسبة البيانية.


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√�√�√6      √���√���√3 +   √�√�√5    
  ___

6
  

6
   ,   ,   ,  (5

   
√�√�√6     √���√���√3 -   √�√�√5    

  ___
6

  
6

    

240_
289

   , -   161_
289

   ,   
5  √�√�√34  _

34
   , -   

3  √�√�√34  _
34

     (6

-4_
5
   ,   -3_

5
   ,   √���√���√ √�√�√5   + 1_

2  √�√�√5  
    ,

�
    ,

�
      ,      ,  (7

   √���√���√ √�√�√5   - 1_
2  √�√�√5  

    
�

    
�

  

tan θ �   1 - cos 2θ__
sin2θ

       
θ

       
θ

 (14

�   
1 - (1 - 2 sin2 θ)θ)θ

  ___  
2 sin θ

  
θ

  
 cos θ cos θ θ

  
θ
    

θ
              

�   2 sin2 θ__�   __�   
2 sin θ cosθ cosθ  θ

   

�   sin θ_
cos θ

   

= tan θ �   

 (15

tan   θ_
2

� sin θ__
1 + cos θ

tan   θ_
2

�
sin 2(  θ_

2
 )___

1 + cos 2 (  θ_
2

 )

tan   θ_
2

�
2sin  θ_

2
  cos   θ_

2___
1+2  cos  2 θ_

2
 -1

tan   θ_
2

�
2sin  θ_

2
  cos   θ_

2__
2  cos  2 θ_

2

tan   θ_
2

�
sin   θ_

2_
cos   θ_

2

tan   θ_
2

� tan   θ_
2

�
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
 :  يحاول سعيد وسلمان حساب القيمة الدقيقة لِـ  

ر إجابتك. برِّ ؟ sin 15° . هل إجابة أيٌّ منهما صحيحة


sin (A – B) = sin A cos B – cos A sin B

sin (45 – 30) = sin 45 cos 30 – cos 45 sin 30

=   √�√�√2  _
2 ·   √�√�√3  _

2   –   √�√�√2  _
2 ·   1_2

=   √�√�√4  _
4



sin   A_2 =   √����√����√1 – cos A_
2    

sin   30_
2 =   √��√��√1 –   1_2_

2    

= 0.5

والشكل المرسوم داخلها.   استعمل دائرة الوحدة أدناه،   
لتبرهن أن:

.  tan   1_
2

θ = sin θ_
1 + cos θ

 

θ

D

P

B

A

O

كي   اكتب فقرة مختصرة تبين الشروط اللازم توافرها؛  
. cos 2θ تستعمل كلاًّ من المتطابقات الثلاث لـ

اكتب فقرة مختصرة تبين الشروط اللازم توافرها؛
تستعمل كلاًّ من المتطابقات الثلاث لـ 

اكتب فقرة مختصرة تبين الشروط اللازم توافرها؛ 
تستعمل كلاًّ من المتطابقات الثلاث لـ 


θ تستعمل كلاًّ من المتطابقات الثلاث لـθ

، sin 2θ لاشتقاق صيغة لِـ θ لاشتقاق صيغة لِـ θ sin (A + B) استعمل الصيغة   
.  cos 2θ لاشتقاق صيغة لـ θ لاشتقاق صيغة لـ θ cos (A + B) واستعمل الصيغة

 اشتقّ المتطابقات المثلثية لنصف الزاوية من المتطابقات   
المثلثية لضعف الزاوية.

 ضرب لاعب جولف كرة عدة مرات بسرعة   
ولنفترض أن المسافة d التي قطعتها  ،115 ft/s ابتدائية مقدارها

ر لماذا  d . فسِّ =   2 v 2  sin θ cos θ cos θ θ  __
g

__الكرة في كل مرة تُعطى بالصيغة __الكرة في كل مرة تُعطى بالصيغة 

( g = 32  ft/s   2  ) . θ تكون المسافة العظمى عندما 45° =



3 -2انظر الهامش أثبت أن كل معادلة مما يأتي تمثِّل متطابقة:

cot θ + sec θ =    cos  2 θ + sin θ__
sin θ cos θ cos θ θ

 sin  2 θ +  tan  2 θ = (1 - cos  2 θ ) θ ) θ +    sec  2 θ_
 csc  2 θ

 (sin θ - cos θ)  2 = 1 - 2 sin θ cos θ cos θ θ

 3 -3 ا يأتي: أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ ممّ

sin 135°

cos 105°

sin 285°

cos 210°

sin (-240°)

cos (-120°)

أوجد القيمة الدقيقة لِـ 
 3 -3  .cos 78° cos 18° + sin 78° sin 18°



. cos θ =   
√�√�√3  _
2

  ; 0 < θ إذا كان   tan إذا كان   tan إذا كان90° > θ_
2

أوجد القيمة الدقيقة لِـ 

√�√�√3  _
3 C 2 -   √�√�√3  A

√�√�√3  D √�√�√3   - 2 B

: معادلة الدالة الممثَّلة بيانيًّا في الشكل أدناه هي

O-π π

y

θ

-1

1

  

y = 3 cos   1_
2

θ C y = 3 cos 2θ A

y =   1_
3

  cos   1_
2

θ D y =   1_
3

  cos 2θ B

27(
انظر ملحق الإجابات

28(
انظر الهامش

29(

انظر ملحق الإجابات.
30(

انظر ملحق الإجاباتانظر ملحق الإجاباتانظر ملحق الإجاباتانظر ملحق الإجاباتانظر ملحق الإجابات
31(

انظر ملحق الإجابات

32(

انظر الهامش

33(

34(

35(

√
ا يأتي: أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ ممّ

√
ا يأتي: أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ ممّ

�
ا يأتي: أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ ممّ

�
ا يأتي: أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ ممّ

√�√
ا يأتي: أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ ممّ

√
ا يأتي: أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ ممّ

�
ا يأتي: أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ ممّ

√
ا يأتي: أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ ممّ

2  _
2

36(
√�√�√2   -   √�√�√6  _

4 37(

-√�√�√6   -   √�√�√2  _
4

38(

-   
√�√�√3  _
2

39(

√�√�√3  _
2

40(

- 1_
2

41(

42(
1_
2

للتوضيح انظر مل حق 
الإجابات

A 43(

B 44(


الزاوية PBD∠ هي زاوية محيطية   (28

تقابل القوس نفسه الذي تقابله الزاوية 
المركزية POD∠ ؛ لذا فإن

 ، m ∠PBD =   1_
2

m ∠POD

وباستعمال المثلث القائم، تجد أن 
tan   1_

2
θ =   θ =   θ PA_

BA
=    PA__

1+ OA

=   sinθ__
1 + cosθ

  

 يتعين  على 
الطلاب في السؤال 27 أن يعرفوا أن 

ا أخطأ عندما عوض عن سعيدً
_  4√�√�√   ، كما أن 

4
_  6√�√�√   بـ 

4
-   

√�√�√2  _
4

   

ا عندما عوض عن  سلمان أخطأ أيضً
_  3√�√�√   ؛ لذا 

2
_1  بدلاً من 

2
_ بـ   _ بـ    cos 30°

بيّن للطلاب أن الخطوتين 
  ،sin 15° = sin (45° - 30°)

_sin 15° = sin   30°، صحيحتان. 
2

ولكن خطوة سعيد الرابعة يجب أن

__  2√�√�√   -   6√�√�√      ، وخطوات 
4

تكون 
سلمان بعد السطر الأول يجب أن 

تكون  

 sin   30°_
2

=   √
���

√
���

√1 -   
√�√�√3  _
2__

2
    = 

√���√���√2 -   √�√�√3   __
4

    =   
√���√���√2 -   √�√�√3    __

2
    



4
 اطلب إلى الطلاب 

توضيح كيفية تحديد إن كانت المسألة 
تتضمن استعمال المتطابقة المثلثية لضعف 
الزاوية أو المتطابقة المثلثية لنصف الزاوية.

 
تحقق من مد￯ استيعاب الطلاب للمفاهيم 

الواردة في الدرس 4-3  بإعطائهم: 

 الاختبار القصير 3، ص (50)

d =   2v2 sin θ cos θ  ___
g   g   =   v

2 sin2 θ__
g  (32

  v2 sin2 θ__
g __وتكون أكبر قيمة للمقدار   __θوتكون أكبر قيمة للمقدار   θوتكون أكبر قيمة للمقدار      

2 θ عندما  sin 2 θ = 1 ويتحقق هذا عندما 90° =
θ = 45° وبالتالي فإن   

cot θ + sec θ �   cos2 θ + sin θ___
sin θ cos θ cos θ θ

    
θ

    
θ

 (33

cot θ + sec θ �   cos2 θ__
sin θ cos θ cos θ θ

  + sin θ__
sin θ cos θ cos θ θ

   

cot θ + sec θ �   cos θ_
sin θ

   +   1_
cos θ

  

cot θ + sec θ = cot θ + sec θ

 (34

(1 -  cos 2 θ ) +   θ ) +   θ se c 2 θ_
cs c 2 θ

� sin 2 θ +  tan 2 θ

sin  2 θ +   sec  2 θ_
csc  2 θ

� sin  2 θ +  tan  2 θ

sin  2 θ +   1_
 cos  2 θ

÷   1_
 sin  2 θ

� sin  2 θ +  tan  2 θ

  sin  2 θ +   sin  2 θ_
cos  2 θ

� sin  2 θ +  tan  2 θ

  sin  2 θ +  tan  2 θ �� sin  2 θ +  tan  2 θ

 (35

1 - 2sin θ cos θ� (sin θ - cos θ)  2

1 - 2sin θ cos θ� sin  2 θ +  cos  2 θ - 2sin θ cos θ
1 - 2sin θ cos θ ��1 - 2sin θ cos θ




 3 -3 -3 -3 -3 -3 -

157  3 - 5

157  3-5

ق المعادلة  تحتاج إلى إيجاد قيم المتغيّر التي تحقّ ق الدالة. ولحل المعادلة المثلثية، ن من النقط التي إحداثياتها تحقّ التمثيل البياني للدالة المثلثية مكوّ
وذلك بتمثيل كلٍّ من طرفي المعادلة بوصفها دالة على 

ق المعادلة  تحتاج إلى إيجاد قيم المتغيّر التي تحقّ
وذلك بتمثيل كلٍّ من طرفي المعادلة بوصفها دالة على 

ق المعادلة  تحتاج إلى إيجاد قيم المتغيّر التي تحقّ ق الدالة. ولحل المعادلة المثلثية، ن من النقط التي إحداثياتها تحقّ التمثيل البياني للدالة المثلثية مكوّ
وذلك بتمثيل كلٍّ من طرفي المعادلة بوصفها دالة على 

ق الدالة. ولحل المعادلة المثلثية، ن من النقط التي إحداثياتها تحقّ التمثيل البياني للدالة المثلثية مكوّ
جميعها. بإمكانك استعمال الحاسبة البيانية TI-nspire ؛ لحل المعادلات باستعمال التمثيل،

ثم إيجاد نقاط التقاطع. ، حدة

. 0° ≤ x إذا كانت 360° > ، sin x استعمل الحاسبة البيانية لحلّ المعادلة 0.4 =

تمثيل الدالتين بيانيًّا  1 
ومنها ثم اضبط الحاسبة على نظام الدرجات بالضغط على مفتاح  

ثم
. f  1 (f  1 (f x) = sin x , f  2 (x , f  2 (x , f x) = 0.4 أعد كتابة المعادلة على شكل دالتين  

مثّل الدالتين بيانيًّا بالضغط على المفاتيح:  

x  0.4  

ثم واختر منها حدد فترة الرسم المطلوبة بالضغط على  

والقيمة العظمى لِـ x بِـ 360°، وحدد القيمة الصغر￯ لِـ x بِـ 0° ،  

والقيمة العظمى لِـ y بِـ 1 ، كذلك حدد القيمة الصغر￯ لِـ y بِـ 1-  

تحديد الحلول  2 
ثم اختر واختر منها استعمل ميزة  في إيجاد قيم تقريبية للحلول بالضغط على مفتاح  

ستكون  ، 0° ≤ x ا بكل نقاط التقاطع في 360° > واضغط في أي نقطة على الشاشة وحرك المؤشر مرورً ، 
x ≈156.0° , x الحلول هي:23.6° ≈

. 0° ≤ x إذا كانت 360° > ،tan  2 x cos x + 3 cos x استعمل الحاسبة البيانية لحلّ المعادلة:   0 =

تمثيل الدالتين بيانيًّا  1 
. f 1 (x) =   tan  2 x cos x + 3 cos x , f 2 (x) = 0 ،أعد كتابة المعادلة على شكل دالتين  

مثّل الدالتين بيانيًّا بالضغط على المفاتيح:

x  2 x + 3 x

 0 

تحديد الحلول  2 
tan   2 حلول حقيقية. x cos x + 3 cos x = 0 لذلك ليس للمعادلة: التان لا تتقاطعان؛ هاتان الدّ  


استعمل الحاسبة البيانية لحل المعادلات الآتية لقيم x جميعها الموضحة بجانب كلٍّ منها: 

tan x = cos x ; 0° ≤ x < 360° sin x = 0.7 ; 0° ≤ x < 360°

0.25 cos x = 3.4 ; -720° ≤ x < 720°  3 cos x + 4 = 0.5; 0° ≤ x < 360°

sin 2 x - 3 sin x = 0 ; -360° ≤ x < 360° sin 2 x = sin x ; 0° ≤ x < 360°  

 


Solving Trigonometric Equations

1 

2 

38.17° , 141.8° 2( 44.4° , 135.6° 1(

لا يوجد حلول حقيقية   4( لا يوجد حلول حقيقية 3(

-360° , 360° , 360° , -180° , 0° , 180°180° , 0° , 180°180° , 0° , 180° 3
180° , 0° , 180°

3 5
180° , 0° , 180°

5180° , 0° , 180°

6( 0° , 60° , 180° , 300° 5(

 1
 استعمال الحاسبة البيانية لحل 

المعادلات المثلثية.


. TI - nspire الآلة الحاسبة البيانية


في النشاط 1 يمكن إيجاد الحلول التقريبية 
باستعمال ميزة Trace. وعلى أية حال فإن 

Intersection Point تعطي  (s) ميزة
حلولاً أكثر دقة في معظم المواقف.

ر الطلاب باستعمال الأوامر المناسبة  ذكّ
لتمثيلاتهم.

 2


متفاوتة  ثنائية  مجموعات  في  الطلاب  ع  وزّ
ا على تصحيح  القدرات يساعد بعضهم بعضً
أخطاء الضغط على المفاتيح، ثم اطلب إليهم 

إكمال تنفيذ النشاطين 2 ,1 وحل التمرين 1.


كيف ترتبط حلول المعادلات بنقط تقاطع   •

المنحنيات؟  الحلول هي قيم x لنقط 
التقاطع.

د عدم وجود حل  كيف يمكنك أن تحدّ  •
للمعادلة؟  منحنيا f 1 و f 2 لا يتقاطعان.

 اطلب إلى الطلاب حل 
التمارين 6 –2.

 3

 
استعمل السؤال 6 لتقويم مد￯ فهم الطلاب 

لطريقة تأثير فترات قيم x في الحلول.


اسأل الطلاب حول الطريقة التي يؤثر فيها 
تحديد فترة مختلفة أو عدم وجود فترة في 

حلول التمارين 6 –1.
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
Solving Trigonometric Equations


وتدور بمعدل 1.5 دورة ،40 m عند ركوبك عجلة دوارة قطرها
كل دقيقة. فإنه يمكن تمثيل ارتفاع مقعدك فوق سطح الأرض،

بالأمتار بعد t دقيقة بالمعادلة:
. h = 21 - 20 cos 3πt

بعد كم دقيقة من بدء حركة العجلة يكون مقعدك على ارتفاع
m 31  عن سطح الأرض للمرة الأولى؟

ا من المعادلات المثلثية هو المتطابقات. والمتطابقات المثلثية  ا خاصًّ درست نوعً 
ا. وفي هذا الدرس سوف تتعلم حل  فً معادلات تكون صحيحة للقيم جميعها التي يكون عندها المتغير معرّ

دة للمتغير. المثلثيةالمثلثية التي تكون صحيحة عند قيم محدّ المعادلاتالمعادلات

لّ كلاًّ من المعادلتين الآتيتين: حُ
. 0 ≤ θ إذا كانت 180° ≥ ، sin θ cos θ cos θ θ -   1

لّ كلاًّ من المعادلتين الآتيتين: حُ
1

لّ كلاًّ من المعادلتين الآتيتين: _حُ
2

  cos θ = 0 (a

= 0sin θ cos θ cos θ θ -   1_
2

  cos θ

= 0cos θ  θ  θ (sin θ -   1_
2)

= 0cos θ0 =أوsin θ -   1_
2



_θ=   1°270 أو 90°=
2

sin θ

θ30°150°°150 أو 30°=

0 ≤ θ لأن 180° ≥ الحلول هي °150 ,°90 ,°30 فقط؛

يمكنك التحقق من صحة الحل بالتمثيل البياني لكلٍّ من:  
y على المستو￯ الإحداثي  = sin θ cos θ cos θ θ , θ , θ y =   1

يمكنك التحقق من صحة الحل بالتمثيل البياني لكلٍّ من: 
1

يمكنك التحقق من صحة الحل بالتمثيل البياني لكلٍّ من: 
_
2

  cos θ

ثم إيجاد نقط تقاطع التمثيلين البيانيين. بإمكانك أن  نفسه،
ولكننا نهتم  تلاحظ أنه يوجد عدد لا نهائي من هذه النقط،

بالنقط الموجودة في الفترة بين °0 وَ °180 فقط.
0 ≤ θ ≤ 2π إذا كان ، 2  sin  2 θ - 3 sin θ - 2 = 0 (b

= 02  sin   2 θ - 3 sin θ - 2
= 0(sin θ - 2)(2 sin θ + 1)

= 02 sin θ 0sin θ =أو1 + - 2

= -12 sin θ= 2sin θ

= - 1_
2

sin θsin θ لأن كل قيمة من قيمθ لأن كل قيمة من قيمθ sin θ ليس لها حل؛ = 2
يجب أن تقع في الفترة  [1 ,1-]

= 7π_
6

  ,   11π_
6

θ

7π_
6

  ,    11π_
6

      :π      :π_      :_ ن هما لذلك يكون للمعادلة حلاَّ

 
(3-43 -2 )






trigonometric equations
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
Solving Trigonometric Equations

1


 






(  160 )  •(  160 )  •

(21)  •(21)  •(21)  •



22 •
24 •

24 •
25 •

24 •
25 •

3 - 5

 1


3-5

إثبات صحة متطابقات مثلثية.
3-5

حل معادلات مثلثية.
تمييز الحلول الدخيلة للمعادلات 

المثلثية. 
3-5

استعمال حساب المثلثات لحل مسائل 
من واقع الحياة.

 2


اطلب إلى الطلاب قراءة فقرة ”لماذا؟“. 


ما المسافة التي تقطعها نقطة على العجلة   •

ا  40π أو 125.66 مترً في الدورة الواحدة؟ 
تقريبًا.

ما المسافة التي يقطعها أيُّ موقع على   •
60π، أو  العجلة في دقيقة واحدة؟  

ا تقريبًا. 188.5 مترً

20 t؟   ما قيمة cos 3πt 20  عندما 0 =  •
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= 02 sin2 θ - 3 sin θ - 2= 02 sin2 θ - 3 sin θ - 2

� 02  sin  2   (7π_
6 ) - 3 sin  (7π_

6 ) - 2� 02  sin  2   (11π_
6 ) - 3 sin  (11π_

6 ) - 2

� 02  (1_
4) - 3  (- 1_

2) - 2� 02  (1_
4) - 3  (- 1_

2) - 2

� 0   1_
2

+   3_
2

- 2� 01_
2

+   3_
2

- 2
= 0 �0= 0 �0


. 0 ≤ θ ≤ 2π إذا كانت ، cos x sin x = 3 cos x لّ المعادلة حُ (1A

 sin   2 θ + 2  cos   2 θ = 4 (1B

أو [°360 , °0 ] بالدرجات. كما توجد  بالراديان، [ 0 , 2π ] لقيم المتغيّر في الفترة تحل المعادلات المثلثية عادة،
فالحلول تختلف باختلاف الفترات. ، حلول أخر￯ تقع خارج الفترات المحددة. لذلك

θإذا كان قياس θإذا كان قياس θ بالراديان. ، θ لقيم θ لقيم θ جميعها cos θ + لّ المعادلة 0 = 1 حُ

= 0cos θ + 1
= -1cos θ

لإيجاد حلول  y ؛ = cos θ استعن بالتمثيل البياني لمنحنى 
. cos θ = المعادلة   1-

 . π 2 هوπ والحل الوحيد في الفترة من 0 إلى ، -π , -3π , -5π , … وكذلك ، π , 3 π, 5π, … الحلول هي
kحيث kحيث k أيّ عدد  π ؛ + 2 k π يمكن كتابة الحلول على الشكل طول الدورة لدالة جيب التمام هو 2π. لذلك،

صحيح.


4 sin x = 2 sin x لّ المعادلة   2√�√�√   + لّ المعادلة �حُ �حُ (2A

θإذا كان قياس θإذا كان قياس θ بالراديان. ، θ لقيم θ لقيم θ جميعها 2 sin θ = لّ المعادلة 1- حُ (2B

يمكن استعمال المعادلات المثلثية في حلّ مسائل من واقع الحياة.

بعد كم دقيقة من بدء دوران العجلة يكون مقعدك  ارجع إلى فقرة "لماذا؟" في بداية هذا الدرس، 
على ارتفاع 31m عن سطح الأرض للمرة الأولى؟

= 21 - 20 cos 3πth

= 21 - 20 cos 3πt31h 31 

= -20 cos 3πt1021

= cos 3πt- 1_
2

-20

= 3πtcos-1(- 1_
2 )

x = π_
2

  ,   3π_
2

لا يوجد حل

2

O−3π −2π −−π π 2π 3π

y

y= coscosθ

1

−1

x




 
ππ + 2 k π

2 π  
 



(2A
π_
4

+ 2kπ,   3π_
4

+ 2kπ

حيث k أي عدد صحيح
 (2B

7π_
6 + 2 kπ,   11π_

6
+ 2 kπ

33


1  يبيِّن كيفية حل المعادلات المثلثية 

في فترة معينة.  
2 يبيِّن كيفية حل المعادلات المثلثية  

لزوايا بالراديان.  
3  يبيِّن كيفية حل مسائل من واقع  

الحياة تتضمن معادلات مثلثية.

 
بعد “ بعد “ بعد  استعمل تدريبات ”تحقق من فهمك

كل مثال للتحقق من مد￯ فهم الطلاب 
للمفاهيم.



حل المعادلة  (a  

2 إذا كانت  cos2θ - 1 = sin θ
30°, 150°  .0° ≤ θ ≤ 180°

حل المعادلة  (b  

sin θ cos θ = cos2 θ
  0 ≤ θ ≤ 2π :إذا كان

π_
4

 ,   π_
2

 ,   5π_
4

 ,   3π_
2

  
حل المعادلة  (a  

2 tan x -   √�√�√3   = tan x

θ جميعها، إذا كان قياس θ جميعها، إذا كان قياس θ θ لقيمθ لقيمθ   

بالدرجات. 
k ؛ حيث k ؛ حيث k هو أي  x =   π_

3
 + kπ

عدد صحيح.
حل المعادلة  (b  

θ لقيم θ لقيم θ جميعها،  2cos θ = –θ = –θ 1

θإذا كان قياس θإذا كان قياس θ بالراديان.  
2π_
3

+ 2kπ ,   ,   ,

k ، حيث k ، حيث k هو أيّ  4
3
4

3
π_
3

+ 2kπ

عدد صحيح.
 ارجع إلى فقرة 

"لماذا؟" في بداية هذا الدرس. بعد 
كم من الزمن سيكون ارتفاع العجلة 

ارة على بعد (21 +   2√�√�√   10) الدوّ
ا من  ا عن سطح الأرض، بدءً مترً

دورانها لأول مرة؟ 
10  √�√�√2   + 21 = 21 - 20 cos 3πt ;

10  √�√�√2   = -20 cos 3πt ; 
-

√�√�√2  _
2 = cos 3πt; 

cos –1  (-   
√�√�√2  _
2 ) = 3πt 

  3_
4

 π = 3πt 
1_
4

= t

_1   دقيقة، أو 15 ثانية.
4

1

2

3


 يوضح المثال 2 كيفية البحث عن أنماط في 
الحل؛ لذا اطلب إلى الطلاب البحث عن أزواجٍ من 

 .2π وإما π الحلول يكون الفارق بينها إما
الحل؛ لذا اطلب إلى الطلاب البحث عن أزواجٍ من 

الحلول يكون الفارق بينها إما 
الحل؛ لذا اطلب إلى الطلاب البحث عن أزواجٍ من 
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ومن قيم الدوال المثلثية للزوايا الخاصة نعلم أن:

إذن: ، cos  (2π_
3 )  =cos (4π_

3 ) =- 1_
2

= 3πt2π_
3

+ 2πk3 =أوπt4π_
3

+ 2πkk

= t2_
9

+   2_
3

k= t4_
9

+   2_
3

k3π

 .   2_
9

+   2_
3

k = t في المساواة k إن أقل قيمة لـ t نحصل عليها عندما تكون 0 =

_2   دقيقة.
9

ا للمرة الأولى بعد وهذا يعني أن ارتفاع مقعدك يكون 31 مترً t =   2_
9

لذلك،


ا فوق سطح الأرض للمرة الأولى؟ ليكون ارتفاع مقعدك 41 مترً ، كم من الوقت تحتاج من بداية دوران العجلة (3

cos θ ليس لها حل؛ المعادلة 4 = بعض المعادلات المثلثية ليس لها حل. فعلى سبيل المثال، 
θلأن قيم θلأن قيم cos θ جميعها تقع في الفترة [ 1 ,1-] . كما أن بعض المعادلات المثلثية تعطي حلولاً لا تحقق المعادلة 

وتسمى مثل هذه الحلول حلولاً دخيلة.
 . كما أن بعض المعادلات المثلثية تعطي حلولاً لا تحقق المعادلة 

وتسمى مثل هذه الحلول حلولاً دخيلة.
 جميعها تقع في الفترة . كما أن بعض المعادلات المثلثية تعطي حلولاً لا تحقق المعادلة 

وتسمى مثل هذه الحلول حلولاً دخيلة.
 جميعها تقع في الفترة

الأصلية،

فحاول إعادة كتابة العبارات التي تتضمنها باستعمال المتطابقات  ن من حل معادلة بالتحليل إلى العوامل، إذا لم تتمكّ
من  ، كالتربيع مثلاً إلى حلول دخيلة. لذا

فحاول إعادة كتابة العبارات التي تتضمنها باستعمال المتطابقات 
كالتربيع مثلاً إلى حلول دخيلة. لذا

فحاول إعادة كتابة العبارات التي تتضمنها باستعمال المتطابقات 
المثلثية. وقد يقودنا استعمال المتطابقات وبعض العمليات الجبرية،

الضروري التحقق من حلولك باستعمال المعادلات الأصلية.

0° ≤ θ sin θ إذا كان 360° > = 1 + cos θ  θ  θ لّ المعادلة: حُ
= 1 + cos θsin θ

= (1 + cos θ  )  θ  )  θ 2 sin   2 θ

= 1 + 2 cos θ +  cos   2 θ1 -  cos   2 θ sin  2  θ = 1 -  cos  2  θ

= 2 cos θ + 2  cos   2 θ0 cos  2  θ 1

= 2 cos θ (1 θ (1 θ + cos θ)0

= 01 + cos θ02 =أو cos θ

= -1 cos θ0 =أوcos θ

= 180°θ270 , °90 =أو°θ

= 1 + cos θsin θ= 1 + cos θsin θ
� 1 + cos 180°sin 180°� 1 + cos 90°sin 90°

� 1 + (-1)0� 1 + 01

= 0 �0= 1 �1

= 1 + cos θsin θ

� 1 + cos 270°sin 270°

� 1 + 0-1

≠ 1 ¢-1

حلاًّ دخيلاًّ إذن 270°
إذن للمعادلة حلان هما  180° ,90°.


cos2 θ + 3 = 4 - sin2 θ (4

20 ثانية تقريبًا

4

θلأن جميع قيم θلأن جميع قيم θ تمثل حلولاً لها. لها عدد لا نهائي من الحلول؛ متطابقة،


4  يبيِّن كيفية حل معادلة مثلثية،  
واختبار إن كان لها حلول دخيلة أم لا.



حل المعادلة الآتية:
cos θ إذا كان:   = 1 - sin θ

0° ≤ θ ≤ 360°
0°, 90°, 360°

4


العديد من  
المعادلات المثلثية لها عدد لا نهائي من 

الحلول، وإذا لم يكن هنالك فترة لتحديد 
عدد الحلول فيجب التعبير عن العدد 

اللانهائي من الحلول باستعمال التعبير عن 
الحلول بوصفه مضاعفات. وعندما يوجد 
الحل لكل دورة كاملة حول نقطة الأصل، 

فإن الحلول جميعها تكتب على الصيغة:
k ؛ حيث k ؛ حيث k هي أيّ عدد  a° + k · 360°k · 360°k

صحيح.

 اطلب إلى الطلاب كتابة  
نة حول كيفية حل المعادلات  مدوّ

ا وصف  المثلثية، واطلب إليهم أيضً
كيف تشبه هذه العملية حل الأنواع 

الأخر￯ من المعادلات وكيف تختلف 
عنها.


اطلب إلى الطلاب أثناء دراستهم هذا الدرس وضع قائمة بالأخطاء الشائعة التي  

ثل هذه الأخطاء. فعلى  عهم على إضافة بعض المقترحات حول كيفية تفادي مِ وقعوا فيها على السبورة. وشجِّ
سبيل المثال، أحد الأخطاء الشائعة هو أن تكون الحاسبة مضبوطة على نظام الدرجات، في حين يجب أن تكون 

مضبوطة على نظام الراديان؛ لأن حل المسألة يتطلب ذلك، والعكس صحيح.

 
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θ جميعها إذا كان قياس θ جميعها إذا كان قياس θ بالدرجات. θ لقيم θ لقيم θ 2 sec2 θ - tan4 θ = لّ المعادلة 1- حُ
= -12 sec2 θ - tan4 θ

= -12(1 + tan2 θ) - tan4 θ sec  2  θ = 1 +  tan  2  θ

= -12 + 2 tan2 θ - tan4 θ

= 0tan4 θ - 2 tan2 θ - 3

= 0(tan2 θ - 3)(tan2 θ + 1)

= 0tan2 θ + 1tan2 θ - 3 = 0 أو

tan2 θ + 1 = 0 : أولاً

tan2 θ  θ  θ = - 1

tan2 لا يمكن أن يكون سالبًا. θ لأنθ لأنθ لايوجد لهذا الجزء حلول؛

tan2 θ - 3 = 0 ثانيًا:

 tan   2 θ = 3

 tan   2 θ = ±√�√�√3  

k ؛حيث k ؛حيث k هو أي عدد صحيح. θ = 60° + 180°k , θ = 120° + 180°k  : تكون حلول هذا الجزء هيk  : تكون حلول هذا الجزء هيk ، لذا

. 60° + 180°k , 120° + 180°k  وتكون حلول المعادلة الأصلية هيk  وتكون حلول المعادلة الأصلية هيk

= 60° + 180°kهو أي عدد صحيح k ؛ حيثk ؛ حيثk θ

� -12 sec2 θ - tan4 θ

� -12 sec2 (60° + 180°k) - tan4 (60° + 180°k)

= -1 �8 - 9

� 120° + 180°kهو أي عدد صحيح k ؛ حيثk ؛ حيثk θ

� -12 sec2 θ - tan4 θ

� -12 sec2 (120° + 180°k) - tan4 (120° + 180°k)

= -1 �8 - 9


θإذا كان قياس θإذا كان قياس θ بالدرجات: ، θلقيم θلقيم θ جميعها حل كل معادلة مما يأتي،

cos θ_
cot θ

+ 2 sin2 θ = 0 (5B sin θ cot θ cot θ θ - cos2 θ = 0 (5A

5 
 



 π




90° + k · 180° (5A

210° + 360° k  (5B
330° + 360° k  


5 يبيِّن كيفية استعمال المتطابقات  

لحل معادلة مثلثية.



لّ المعادلة حُ
tan  4θ - 4  sec  2 θ = - 7

θلقيم θلقيم θ جميعها، إذا كان قياس
θ بالدرجات. 

θ = 60° + 180°k, 120° k, 120° k + 180°k,k,k

45° + 90° · k

kحيث kحيث k هو أي عدد صحيح.

5
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1 θحل كل معادلة مما يأتي لقيم θحل كل معادلة مما يأتي لقيم θ جميعها الموضحة بجانب كل منها :

cos2 θ + 2 cos θ + 1 = 0 ; 0° ≤ θ ≤ 360θ ≤ 360θ °

2 cos2 θ + cos θ = 1 ; 0° ≤ θ ≤ θ ≤ θ 360°

-2 sin2 θ = 7 - 15 sin θ ; 0° ≤ θ ≤ θ ≤ θ 360°

cos θ +   
√�√�√3  _
2

= 0 ; 0° ≤ θ ≤ θ ≤ θ 240° 

2 θ جميعها إذا كان قياس θ جميعها إذا كان قياس θ بالراديان: θ لقيمθ لقيمθ حل كل معادلة مما يأتي،

2 cos2 θ = 1 4 sin2 θ - 1 = 0

2 cos2 θ + 4cos θ = -2 sin θ_
2

- 2 sin2 θ_
2

= 0

2 θ جميعها إذا كان قياس θ جميعها إذا كان قياس θ بالدرجات: θ حل كل معادلة مما يأتي لقيمθ حل كل معادلة مما يأتي لقيمθ

sin2 θ - sin θ = 0 cos 2θ -  sin  2 θ + 2 = 0

cos θ - 2cos θ sin θ sin θ θ = 0 2  sin  2 θ - 1 = 0

، d المدن هو ￯إذا كان عدد ساعات النهار في إحد   

حيث t عدد الأيام  ، d = 3 sin   2π_
365

t ويمكن تمثيلها بالمعادلة 12 +
3 فأجب عما يأتي: بعد 21 مارس،

ا؟ _1    10 تمامً
2

  h في أي يوم سيكون عدد ساعات النهار في المدينة (a

ما أيام السنة التي يكون فيها عدد  ،a باستعمال النتيجة في الفرع (b
1   10ساعات على الأقل إذا علمت أن أطول 

باستعمال النتيجة في الفرع 
1

باستعمال النتيجة في الفرع 
_
2

ساعات النهار 
ر إجابتك. فسِّ نهار في السنة يحدث تقريبًا يوم 22 يونيو؟

4, 5 حل كل معادلة مما يأتي:

θ لجميع قيمθ لجميع قيمθ sin2 2θ + cos2 θ = 0

θ لجميع قيمθ لجميع قيمθ sin 2θ - cos θ = 0

θ لجميع قيمθ لجميع قيمθ tan θ = 1

cos 2 θ =   1_
4

  ; 0° ≤ θ ≤ 360°

2 sin2 θ = 1 ; 90° < θ < 270°

sin 2θ - cos θ = 0 ; 0 ≤ θ ≤ 2π

4 sin2 θ - 1 = 0 ; 180° < θ < 360°

θ لجميع قيمθ لجميع قيمθ tan θ - sin θ = 0

θ لجميع قيمθ لجميع قيمθ 4 sin2 θ = 4 sin θ - 1

. 876 ft يبلغ ارتفاع برج الفيصلية في الرياض   
θأوجد θأوجد θ إذا كان طول ظله في الشكل أدناه m 685؟

θ

876 ft

عمق نهر  ، y = 3 sin 


 π_

6
  (x - 4) 



  تمثل الدالة:  8 +  

x ،  0 تدل على  حيث 24 , … , 2 , 1 , 0 = ؛ خلال أحد الأيام
الساعة الثانية عشرة عند منتصف الليل، 13 تدل على الساعة الواحدة 

وهكذا.... ، بعد الظهر

ما أقصى عمق للنهر في ذلك اليوم؟ (a

في أي وقت نحصل على أقصى عمق؟ (b

θإذا كان قياس θإذا كان قياس θ بالراديان: θلقيم θلقيم θ جميعها، حل كل معادلة مما يأتي،

(cos θ)(sin 2θ) - 2 sin θ + 2 = 0

2 sin2 θ +  (√�√�√2   - 1)  sin θ =   
√�√�√2  _
2

2 sin θ = sin 2θ

θإذا كان قياس θإذا كان قياس θ بالدرجات: θلقيم θلقيم θ جميعها، حل المعادلتين الآتيتين،

sin 2θ +   
√�√�√3  _
2

=   √�√�√3   sin θ + cos θ

1 - sin2 θ - cos θ =   3_
4

، n1  sin i =  n2  sin r  r  r (snell's law) حسب قانون سنيل(snell's law) حسب قانون سنيل(snell's law)    
حيث n1 معامل الانكسار للضوء في الوسط الذي يخرج منه الضوء،

و n2 معامل الانكسار للوسط الذي يدخل فيه الضوء،و i قياس زاوية 
السقوط،و r قياس زاوية الانكسار.

ومعامل الانكسار للهواء  إذا كان معامل الانكسار للماس 2.42 ، (a
فما  وقياس زاوية سقوط الضوء على حجر ألماس هو 35° ، ، 1

قياس زاوية الانكسار؟

اشرح كيف يستطيع بائع المجوهرات استعمال قانون سنيل؛ (b
ا حقيقيًّا ونقيًّا أم لا. لمعرفة إذا كان هذا ألماسً

اشرح كيف يستطيع بائع المجوهرات استعمال قانون سنيل؛
ا حقيقيًّا ونقيًّا أم لا. لمعرفة إذا كان هذا ألماسً

اشرح كيف يستطيع بائع المجوهرات استعمال قانون سنيل؛



180° 1(

60° , 180° , 300° 2(

30° , 150° 3(

150° , 210° 4(

12-5) انظر الهامش.انظر الهامش. 6( 5(

8( 7(

10( 9(

12( 11(

13(

انظر الهامش.

π_
2

+ πk 14(

π_
2

+ πk , π_
6

+ 2πk , 5
لجميع قيم 
5

لجميع قيم 
π_
6

+ 2πk

15(

   π_
4

+ k · π
16(

60° , 120° , 240° , 300°
17(

135° , 225°
18(

π_
6

  ,   π_
2

  ,   5π_
6

  ,   3π_
2

19(

210° , 330°
20(

k · 180°
21(

30° + k · 360° , 150° + k · 360°
22(

23(
تقريبًا 52°

)انظر الهامش.24انظر الهامش.24

11 m

ا، 00 :7 صباحً
7:00 مساءً

π_
2

+ 2 π k 25(

π_
6

+ 2πk , 5π_
6

+ 2πk ,
5π_
4

+ 2πk , 7π_
4

+ 2πk

26(

πk 27(

30°+ 360°k, 150k, 150k °+ 360°k
sin 2
k
sin 2

,
sin 2

,
sin 2
k,k
sin 2
k
sin 2

,
sin 2
k
sin 2

 330° + 360°k
28(

120° + 360°k, 240° + 360°k
29(

30(

13.71°

انظر الهامش

 3

 
استعمل الأسئلة 29–1 للتأكد من فهم 

الطلاب.

ثم استعمل الجدول أسفل هذه الصفحة؛ 
لتعيين الواجبات المنزلية للطلاب حسب 

مستوياتهم.

4
 اطلب إلى الطلاب توضيح 

ويكون لها حل  sin  2 θ  كتابة معادلة تتضمنθ  كتابة معادلة تتضمنθ

.90° < θ < 270° وحيد في المجال

 
تحقق من مد￯ استيعاب الطلاب للمفاهيم 

الواردة في الدرس، بإعطائهم: 

 الاختبار القصير 4، ص (50)



±   π_
6

+ 2kπ, ±   5π_
6

 + 2kπ  (5
π_
4 + k π_

2  (6

2kπ,   π_
3

+ 2 kπ,   5π_
3

+ 2kπ  (7

π + 2kπ  (8

90˚ + k . k . k 180˚  (9

k . 180˚, 90˚ + k . 360˚  (10

45˚ + k . 90˚  (11

30˚ + k . 360˚,  (12
150˚ + k . 360˚,

90˚ + k . 180˚

_1   10 ساعات، 
2

عدد ساعات النهار  (13a
ا  ويكون ذلك بعد 213، أو 335 يومً

بعد يوم 21 مارس. وهذا يعني أنه في 
يوم 20 أكتوبر أو 19 فبراير.ستكون 
10 ساعات.    1_

2
عدد ساعات النهار 

20 أكتوبر.  إلى  19 فبراير  منذ  يوم  كل   (13b

في  نهار  أطول  أن  بما  ممكن:  تفسير 
لذا  22 يونيو،  يوم  تقريبًا  يحدث  السنة 
فإن الأيام بين 19 فبراير إلى 20 أكتوبر 
يتزايد طول نهارها حتى يوم 22 يونيو، 
حتى  بالنقصان  النهار  ساعات  تبدأ  ثم 

20 أكتوبر.

بقياس زوايا سقوط الضوء   (30b
وانعكاساتها لتحديد معامل انكسار 

الضوء، فإذا كان معامل الانكسار 2.42
ا نقيًّا. يكون ماسً




34–48 ،31 ،1–29 دون المتوسط

29–1 (فردي)، 33–48 ،31 ،30 ضمن المتوسط

30–48 فوق المتوسط



163  3 - 5

163  3-5 


 حلت كل من هلا وليلى المعادلة   

≥ °0. أيّ منهما كانت  θ ≤ 360°  ،  2 sin θ cos θ = sin θ

ر إجابتك. برِّ إجابتها صحيحة؟


2 sin θ cos θ cos θ θ = sin θ

   2 sin θ cos θ cos θ θ_
sin θ =   sin θ_

sin θ
 2 cos θ = 1

 cos θ =   1_2
θ = 60° , 300°


2 sin θ cos θ cos θ θ = sin θ

–sin θ = –sin θ
2 cos θ = 0

cos θ = 0

θ = 90° , 270°

≥ 0  بدون  x ≤ 2π ،  sin 2 x < sin x  حل المتباينة    
استعمال الحاسبة.

د أوجه الشبه وأوجه الاختلاف بين حل المعادلات   حدّ  
وما  والمعادلات الخطية والتربيعية. ما الطرق المتشابهة؟ ، المثلثية

وما عدد الحلول المتوقعة؟ الطرق المختلفة؟

الحلول للمعادلات   اشرح سبب وجود عدد لانهائي من  
المثلثية.

، ن فقط،  اكتب مثالاً على معادلة مثلثية لها حلاّ  
 . 0° ≤ θ بحيث تكون 360° ≥

= csc x الحلول  √�√�√2    ,  cot  2 x  هل للمعادلتين 2 = 1 +   
برر إجابتك. نفسها في الربع الأول؟


3-4 أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

cos 165°sin 22   1_
2

°sin    7π_
8

cos   7π_
12

3-3 أثبت أن كل معادلة مما يأتي تمثِّل متطابقة:

cos (90° + θ) = -sin θ sin(270° - θ) = - cos θ

sin (90° - θ) = cos θ cos (90° - θ) = sin θ

 إذا أطلق صاروخ   
فإن أعلى  من سطح الأرض،

ارتفاع يصل إليه يعطى بالصيغة 

θحيث θحيث θ زاوية  ، h =   v
2   sin  2 θ_

2g
و v السرعة المتجهة  الانطلاق،
تسارع  g و الابتدائية للصاروخ،

. 9.8m/sec  الجاذبية الأرضية وتساوي

v2   sin  2 تمثِّل متطابقة . θ_
2 g

=   v
2   tan  2 θ_

2g sec  2 θ
أثبت أن  (a

وسرعة  ، إذا أطلق الصاروخ من سطح الأرض بزاوية 80° (b
 فأوجد أقصى ارتفاع يصل إليه. ، 110m/s ابتدائية مقدارها

 3-2 

استعمل التمثيل البياني في الشكل 
h(x) لتحدد مجال الدالة المجاور؛

 .ومداها



sin θ ؟  + cos θ  tan  θ  tan  θ 2 θ أي مما يأتي ليس حلاًّ للمعادلة 0 =

3 π_
4

D 2 π C 7 π_
4

B 5 π_
2

A

°0؟ < x حيث 360° > ، csc x =   -2  √�√�√3  _
3

لّ المعادلة ماحَ

°330 أو 210° C °150 أو 30° A

°300 أو 240° D °120 أو 60° B

31(

انظر الهامش

32(
5π_
3

< x < 2π   أو π   أو π π_
3

< x < π

للتوضيح انظر ملح ق الإجابات.
33(

انظر الهامش.

34(
انظر الهامش.

35(
35)  إجابة ممكنة: 

2 cos θ = 0 ; 90° , 270°

36(
انظر الهامش.

37(38(39(40(

44– 37) انظر ملحق الإجابات.

42( 41(

44( 43(

v

θ

45(

انظر ملحق الإجابات.

y

x

h (x)

O

46(

انظر ملح ق الإجابات.

A 47(

D 48(

 في السؤال 31، 
يتعين على الطلاب أن يلاحظوا 

أن هلا قسمت طرفي المعادلة 
sin، وأن ليلى أعادت كتابة  θ علىθ علىθ

2sin بطريقة  θ cos θ - sin θ
غير صحيحة. واشرح للطلاب أنه 

θ فإن θ فإن θ يجب  cos θ =   1
غير صحيحة. واشرح للطلاب أنه 

1
غير صحيحة. واشرح للطلاب أنه 

_
2

إذا كان 
أن تكون في الربع الأول أو الربع 

θ أو 300° .  = الرابع؛ لذا فإن 60°
ا أن العبارة:  وبيّن لهم أيضً

2sin θ cos θ - sin θ
يمكن أن تكتب على الشكل

2، وهذه العبارة لا  • B • C - B

.2 • C تساوي



قسمت كلاهما إجابتهما خاطئة؛ لأن هلا قسمت كلاهما إجابتهما خاطئة؛ لأن هلا قسمت   (31
، وهذا خطأ،  sinθ كلاٍّ من الطرفين علىθ كلاٍّ من الطرفين علىθ
θوكذلك ليلى طرحت θوكذلك ليلى طرحت sinθ من الطرفين 

ا . بشكل خاطئ أيضً

كل نوع من المعادلات يحتاج إما إلى   (33
جمع وإما إلى طرح وإما إلى ضرب 
وإما إلى قسمة كل طرف على العدد 

نفسه. وتُحلّ المعادلات التربيعية 
والمثلثية غالبًا باستعمال التحليل. ولا 

تحتاج المعادلات الخطية والتربيعية 
إلى متطابقات لحلها، ويمكن حلها 
ا، في حين يمكن تمثيل بعض  جبريًّ

المعادلات المثلثية بيانيًّا بسهولة 
ا، في حين يمكن تمثيل بعض  جبريًّ

المعادلات المثلثية بيانيًّا بسهولة 
ا، في حين يمكن تمثيل بعض  جبريًّ

باستعمال الآلة الحاسبة البيانية. أما 
المعادلة الخطية فلها على الأكثر حل 

واحد. والمعادلة التربيعية لها على 
ن. أما المعادلة المثلثية فلها  الأكثر حلاَّ

عادة عدد لا نهائي من الحلول إلاَّ إذا 
كانت قيم المتغير مقيّدة أو مشروطة.

لأن الدوال المثلثية دورية؛ فإضافة  (34
دورة كاملة لأي حل للمعادلة ينتج 

حلاًّ لها.
دورة كاملة لأي حل للمعادلة ينتج 

حلاًّ لها.
دورة كاملة لأي حل للمعادلة ينتج 

نعم لأن (36
cot  2 x + 1 = 2  

csc  2 x = 2  
csc x =   √�√�√2  

sin x =   1_
√�√�√2  

x =   π_
4

csc x = √�√�√2  

sin x = 1_
√�√�√2  

  

x =
π _
4
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
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
3-1 , 3-2 , 3-5 

 •

 •
  


3 -3

A , B •

cos ( A ± B ) = cos A cos B ∓ sin A sin B

sin ( A ± B ) = sin A cos B ± cos A sin B


3-4

 •

sin 2θ = 2 sin θ cos θ cos θ θ

cos 2θ =  cos  2 θ - sin  2 θ

cos 2θ = 1 - 2  sin  2 θ

cos 2θ = 2  cos  2 θ - 1

tan 2θ =   2 tan θ_
1-  tan  2 θ

 •

sin   θ_
2

= ± √����√����√1 - cos θ_
2

   

cos   θ_
2

= ± √����√����√1 + cos θ_
2

   

tan   θ_
2

= ± √����√����√1 - cos θ_
1 + cos θ

    , cos θ ≠ -1


136 

136 
136 
136 

136 


136 


136 

158 


اكتب المفردة المناسبة لكل عبارة مما يأتي:

في إيجاد جيب أو جيب تمام الزاوية  يمكن استعمال
. 15° و   90° الزاويتين  من  لكل  تمام  والجيب  الجيب  علم  إذا   75°

cot θ هي مثال على  . =   cos θ_
sin θ

المتطابقة  

هي معادلة تحتوي على دوال مثلثية صحيحة للقيم 
جميعها التي تجعل كل طرف في المعادلة معرفًا.

هي معادلة تحتوي على دوال مثلثية صحيحة للقيم 
جميعها التي تجعل كل طرف في المعادلة معرفًا.

هي معادلة تحتوي على دوال مثلثية صحيحة للقيم 

في إيجاد sin 60° باستعمال  يمكن استعمال
. الزاوية 30°

صحيحة لقيم معينة للمتغيرات. تكون

. cos 22   1_
2

في إيجاد ° يمكن استعمال

csc θ مثالان على =   1_
sin θ

   , sec θ =   1_
cos θ

المتطابقتان 
. 

في إيجاد كل من  يمكن استعمال
والجيب تمام لكل من  ، لم الجيب  إذا عُ

في إيجاد كل من 
لم الجيب  إذا عُ

في إيجاد كل من 
sin 120° , cos 120°

الزاويتين 30° , 90° .

cos  2  هي مثال على  . θ +  sin  2 θ = 1







1(
المتطابقة المثلثية للفرق بين زاويتين.

اكتب المفردة المناسبة لكل عبارة مما يأتي:
المتطابقة المثلثية للفرق بين زاويتين.

اكتب المفردة المناسبة لكل عبارة مما يأتي:

في إيجاد جيب أو جيب تمام الزاوية 
المتطابقة المثلثية للفرق بين زاويتين.

في إيجاد جيب أو جيب تمام الزاوية  يمكن استعمال
المتطابقة المثلثية للفرق بين زاويتين.

يمكن استعمال

المتطابقات النسبية
 هي مثال على 

المتطابقات النسبية
)2 هي مثال على 

المتطابقة المثلثيةالمتطابقة المثلثية)3

4(
المتطابقة المثلثية لضعف الزاوية

المعادلة المثلثية
5(

المتطابقة المثلثية لنصف الزاوية
6(

7(

متطابقات المقلوبمتطابقات المقلوب

8(

المتطابقة المثلثية لمجموع زاويتين

متطابقات فيثاغورس
9(



   



 cos  2  θ

cos θ    3 _ 
4
   

 3 _ 
4
     







1
3-1136 - 140 

θ

θ

θ

θ

2


 

يشير رقم الصفحة بعد كل مفردة إلى 
الصفحة التي وردت فيها المفردة لأول مرة. 
فإذا واجه الطلاب صعوبات في حل الأسئلة 

9-1، فنبِّهم إلى أنه يمكنهم استعمال هذه 

ر المفردات. الصفحات لتذكّ

 
 اختبار المفردات، ص (52) .
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165  3 


3-1 , 3-2 , 3-5

3 -3

3-4





أوجد القيمة الدقيقة لكل من النسب المثلثية الآتية:

 270° < θ < 360°،cos θ =   
√�√�√2  _
2

إذا كان     ، sin θ

 90° < θ < 180°،cot θ =   -
√�√�√2  _
2

إذا كان     ، sec θ

 0° < θ < 90°،cot θ إذا كان  2 = ، tan θ

 180° < θ < 270°،sin θ = - 3_
5

إذا كان     ، cos θ

 270° < θ < 360° ،cot θ =- 4_
5

إذا كان     ،csc θ

 إذا كان بُعدا ملعب كرة القدم هما:   
.θ فأوجد جيب الزاويةθ فأوجد جيب الزاويةθ كما في الشكل أدناه، 75 m, 110m

75 m

110 m

θ

: ط كل عبارة مما يأتي بسّ

1 - tan θ sin θ sin θ θ cos θ cos θ θ

tan θ csc θ csc θ θ

sin θ + cos θ cot θ cot θ θ

cos θ (1 θ (1 θ + tan2 θ)  

. 0° < θ < 90° ، cos θ =   3_
4

_ إذا كان _ إذا كان  sin θ أوجدθ أوجدθ

= 1 cos  2 θ +  sin  2 θ

= 1 - cos2 θ sin  2 θ cos  2  θ

= 1 -   (3_
4)   

2
 sin  2 θcos θ    3 _ 

4
   

= 1 -   9_
16

 sin  2 θ 3 _ 
4
     

=   7_
16

 sin  2 θ

= ± 
√�√�√7  _
4

sin θ

sin θ  موجبة. فإن θبما أن θبما أن θ في الربع الأول،

. sin θ =   
√�√�√7  _
4

، إذن

. cos θ sec θ sec θ θ cot θ cot θ θ ط العبارة ط العبارة θبسّ θبسّ

cos θ sec θ sec θ θ cot θ cot θ θ = cos θ  θ  θ ( 1_
cos θ )(cos θ_

sin θ )
= cot θ



1
3-1136 - 140  

-
√�√�√2_
2

10(

- √�√�√3 11(

1_
2

12(

- 4_
5

13(

-
√�√�√41_

5
14(

15(

انظر الهامشانظر الهامشانظر الهامش

16(cos2 θ

sec θ 17(

18(csc θ

sec θ 19(

2


 إذا كانت الأمثلة المعطاة غير كافية 

لمراجعة المواضيع التي تناولتها الأسئلة، 
ر الطلاب بمرجع الصفحات الذي يدلهم  فذكّ

أين يراجعون تلك المواضيع في كتابهم 
المقرر.


اطلب إلى الطلاب تعبئة نموذج التوقع 

للفصل 3 ص (46)، وناقشهم حول تغيّر 
ا كانت  إجاباتهم بعد إتمام دراسة الفصل عمّ

عليه عند بدايته.


أولاً، أوجد طول القطر:     (15

c  2 = 75  2 +  110  2       
c  2 = 5625 + 12100

= 17725

c = 5  √5  √5  ��√��√709  ;√709  ;√         

 sin θ =   θ =   θ 75_ =   _ =   
5  √5  √5  ��√��√709  √709  √��

  
��

=    
15  √15  √15  ��√��√709  √709  √_

709
    



 3 166

333


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ل متطابقة: أثبت أن كل معادلة مما يأتي تمثِّ

tan θ cos θ cos θ θ + cot θ sin θ sin θ θ = sin θ + cos θ

cos θ_
cot θ

+   sin θ_
tan θ

= sin θ + cos θ

 sec  2 θ - 1 =     sin  2 θ_
1 -  sin  2 θ

 المثلث المجاور قائم الزاوية.   
ق من أن  استعمل أطواله المعطاة لتتحقّ

المثلث المجاور قائم الزاوية. 
ق من أن  استعمل أطواله المعطاة لتتحقّ

المثلث المجاور قائم الزاوية. 

ta n  2 θ + 1 = se c  2 θ

تمثِّل متطابقة. cos θ + 1_
sin θ

= cot θ + csc θ أثبت أن المعادلة

 cos θ + 1_
sin θ



=cos θ_
sin θ

+   1_
sin θ

 

= cot θ + csc θ  θ  θ � 

= الطرف الأيمن

أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

cos (-135°)

cos 15°

sin 210°

sin 105°

tan 75°

cos 105°

أثبت صحة كل من المتطابقات الآتية:

sin (θ + 90 ) = cos θ

sin  (3π_
2

- θ) = -cos θ

tan (θ - π) = tan θ

. sin 75° أوجد القيمة الدقيقة لِـ

. sin (A+B) = sin A cos B + cos A sin B استعمل المتطابقة

= sin (30° + 45°)sin 75°

= sin 30° cos 45° + cos 30° sin 45°

=  (1_
2)( √�√�√2  _

2 ) +  ( √�√�√3  _
2 )( √�√�√2  _

2 )
=   

√�√�√2  _
4

+   
√�√�√6  _
4

=   
√�√�√2   +   √�√�√6  _

4

3
3-2141 - 145  

23 - 20) انظر الهامش

20(

21(

22(

3

θ
4

√7√

23(

4
3-3146 - 149  

-
√�√�√2_
2

24(

√�√�√6 + √�√�√2_
4 25(

- 1_
2

26(

√�√�√6 + √�√�√2_
4

27(

√�√�√3 + 2 28(

   -
√�√�√6 + √�√�√2_

4
29(

32-30) انظر ملح ق الإجابات

30(

31(

32(

 


tan θ cos θ cos θ θ + cot θ sin θ sin θ θ � (20

  sin θ + cos θ

sin θ_
cos θ

· cos θ +   cos θ_
sin θ

· sin θ �   

sin θ + cos θ           

sin θ + cos θ = sin θ + cos θ  �   

cos θ_
cot θ

+   sin θ_
tan θ

� sin θ + cos θ (21

cos θ ÷   cos θ_
sin θ

+ sin θ ÷   sin θ_
cos θ

�   

sin θ + cos θ              

cos θ ·   sin θ_·   _·   
cos θ

+ sin θ ·   cos θ_
sin θ

�   

sin θ + cos θ           

sin θ + cos θ = sin θ + cos θ  �   

sec 2 θ - 1 �   sin2 θ__�   __�   
1 - sin2 θ

 (22

sec 2 θ - 1 �   sin2 θ_
cos2 θ

  

sec2 θ - 1 � tan2 θ   

sec2 θ - 1 = sec2 θ - 1 �   

tan2 θ + 1 =   (    
√ � 7  _ 
3

 )  
2
+ 1 =   7_9 + 1 (23

=   7_9 +   9_9 =   16_
9 ;   

sec2 θ =   (4_ 3) 
2
 =   16_

9   


إذا احتاج الطلاب إلى تدريبات إضافية على 
رهم بخطوات حل المسألة  حل المسألة فذكّ

ا من التدريبات  م لهم مزيدً وناقشهم فيها، وقدّ
على ورقة عمل.
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 

 ، sin 2θ , cos 2θ , cos 2θ θ , sin   θ , sin   θ θ_
2

  , cos   θ_
2

لـ  أوجد القيم الدقيقة لكل من:
إذا علمت أن:

cos θ =   4_
5

   ; 0° < θ < 90°

sin θ = - 1_
4

   ; 180° < θ < 270°

cos θ = - 2_
3

   ;   π_
2

< θ < π

 .90 ft ملعب على شكل مربع طول ضلعه ft ملعب على شكل مربع طول ضلعه ft    

أوجد طول قطر الملعب. (a

اكتب النسبة sin 45° باستعمال أطوال أضلاع الملعب. (b

_sin   θ ؛ لبرهنة صحة 
2

=  ± √����√����√1 - cos θ_
2

استعمل الصيغة     (c

. (b)النسبة التي كتبتها في الفرع

θوتقع θوتقع θ في  ،cos θ = - 3_
5

_sin   θ ، إذا كان  
2

أوجد القيمة الدقيقة لِـ  
الربع الثاني.

= ± √����√����√1 - cos θ_
2

   sin   θ_
2



= ± √
����

√
����

√ 1 - (-3_
5)_

2
   cos θ = -   3 _ 

5
  

= ± √��√��√
8_
5_
2

   

= ± √�√�√4_
5

    = ± 2
√�√�√5  _
5

      

sin   
θ_
2

=   2   √�√�√5  _
5

فإن θبما أن θبما أن θ تقع في الربع الثاني،

θلقيم θلقيم θ جميعها الموضحة بجانب كل منها: ، حل كل معادلة مما يأتي

2 cos θ - 1 = 0 ; 0° ≤ θ < 360°

4  cos  2 θ - 1 = 0 ; 0 ≤ θ < 2π

sin 2θ + cos θ = 0 ; 0° ≤ θ < 360°

 sin  2 θ = 2 sin θ + 3 ; 0° ≤ θ < 360°

4 cos2 θ - 4 cos θ + 1 = 0 ; 0 ≤ θ < 2π

. 0 ≤ θ < 2π إذا كان ،  sin 2θ - cos θ = 0 حل المعادلة
= 0sin 2θ - cos θ

= 02 sin θ cos θ cos θ θ - cos θ

= 0cos θ (2 sin θ - 1)

= 02 sin θ 0cos θ =أو1 -

=   1_
2

sin θ=   π_
2

_3π   أو
2

θ

=   π_
6

_5π   أو
6

θ

5
3-4151 - 156  

36– 33) انظر ملح ق الإجابات

33(

34(

35(

36(

6
3-5157 - 163  

60° , 300° 37(

π_
3

  ,   2π_
3

  ,   4π_
3

  ,   5π_
3

38(

39(

90° , 210° , 270° , 330° (39

270° 40(

π_
3

  ,   5π_
3

41(
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
r =   sin α _

1 - cos α
       (44

=   sin α_
1 - cos α

   .   1 + cos α_
1 + cos α

   

=   
sin α(1 + cos α)

  __  
1 -  cos  2 α 

   

=   
sin α(1 + cos α)

  __
sin  2

  
2

  
 α

   

=   1+ cos α_ 
sin α 

   

sin 2 = 2 sin N cos N :إجابة ممكنةN :إجابة ممكنةN (46

= 2   n_m   .   l_m  

=   2nl_
 m  2

  

sin 2 θ _ 
2  sin  2  θ

    � cot θ   θ   θ (47

  2 sin θ cos θ __ 
2  sin  2  θ

   � cot θ

  cos θ _ 
sin θ

   � cot θ

 cot θ = cot θ �

1 + cos2 θ �   2 _ 
1 +  tan  2  θ

  (48

1 + 2  cos  2  θ - 1 �   2 _ 
 sec  2  θ

  

2  cos  2  = 2  cos  2  θ
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3 - 1 ا مائلاً لمنزل .  يبين الشكل أدناه ممرًّ  

θ

. tan θ =   1_
12

sin θ , cos θ , cos θ إذا كان  θ أوجدθ أوجدθ

 تعطى شدة الضوء الخارج من عدستين متتاليتين بالصيغة  

، حيث I0 شدة الضوء الخارج من العدسة الأولى ؛ I = I0 -   
I0_

 csc  2θ

الزاوية بين محوري العدستين. اكتب الصيغة السابقة بحيث لا تظهر  θ

3 - 1 .tan θ ￯فيها نسب مثلثية سوθ ￯فيها نسب مثلثية سوθ

(Stereographic يستعمل إسقاط الستيروجرافيك   
(Projection لتحويل مسار ثلاثي الأبعاد على الكرة الأرضية إلى 

بحيث ترتبط النقاط على الكرة  مسار في المستو￯ (على الخريطة)،
. r =   sin α_

1 - cos α
الأرضية بالنقاط المقابلة لها على الخريطة بالمعادلة

3 - 2 . r =   1 + cos α_
sin α

أثبت أن 

A

يُسمى تداخل موجتين بنَّاءً إذا كانت سعة الموجة الناتجة    
أكبر من سعة مجموع الموجتين المتداخلتين. هل يكون تداخل 

الموجتين الآتيتين معادلتاهما بنَّاء؟
أكبر من سعة مجموع الموجتين المتداخلتين. هل يكون تداخل 

الموجتين الآتيتين معادلتاهما بنَّاء؟
أكبر من سعة مجموع الموجتين المتداخلتين. هل يكون تداخل 

    y1 = 20 sin (3t + 225˚) ، y2 = 20 sin (3t + 45˚)
3 - 3

sin 2 N =   2n¦_
 m  2

LMNاستعمل المثلث LMNاستعمل المثلث LMN أدناه لإثبات أن     
3 - 4

�M

m
n

N

L

 3 - 4 أثبت أن كلاًّ من المعادلتين الآتيتين تمثِّل متطابقة:
sin2 θ_
  2sin  2 θ

= cot θ

1+ cos 2θ =   2_
1+ tan  2θ

، θ وزاوية قياسها θ وزاوية قياسها θ v قُذفت كرة بسرعة متجهة مقدارهاv قُذفت كرة بسرعة متجهة مقدارهاv إذا   
ويعطى زمن تحليقها t بالصيغة ،d ft فقطعت مسافة أفقية مقدارها
إذا علمت أن  ، فأوجد الزاوية التي قُذفت بها الكرة ، t = d_

v cos θ

. ثوانٍ وزمن التحليق 4 ، 100ft وكانت المسافة الأفقية ،v = 50ft/s 
3 - 5





sin θ =   
√��√��√145  _
145

cos θ =   12   √��√��√145  _
145

42(

43(

I=I0  ( 1_
1+tan2 θ)

44(

انظر الهامش

45(

 y 1 +  y 2 = 0

التداخل هدام إذن،

46(
انظر الهامش

انظر الهامش

47(

48(

49(

60°
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

(2

cos (30° - θ) � sin (60° + θ)

cos 30° cos θ + sin 30° sin θ �
 sin 60° cos θ + cos 60° sin θ

    
√ � 3  

 _ 
2

   cos θ +   1 _ 
2

   sin θ =     
√ � 3  

 _ 
2

   cos θ +   1 _ 
2

   sin θ �

cos ( θ - π ) � – cos θ  (3
cos θ cos π + sin θ sin π � – cos θ
(cos θ)(–1) + (sin θ )(0) � – cos θ
 – cos θ = – cos θ �

a افترض أن ارتفاع المثلث  (14a

  a  2 +  9  2 =  18  2   

a 2 =  18  2  -  9  2   

a 2 = 243   

a = 9  √�√�√3  √3  √   

sin 2θ = 2 sin θ cos θ;θ;θ  (14b

sin 2(30) = 2 sin 30 cos 30

sin 60 = 2 ( 9_
18)(   9  9  √ � 3  √3  √_

18
 )   

=   162  √162  √162  �√�√3  √3  √_
324

 =   
  √ � 3  √3  √_
2

 ;   

sin 60 =   9  9  √ � 3  √3  √_
18 =   √ � 3  √3  √_

2
  

2π
 _ 3  + 2π k  (19

4π _ 
3

 + 2π k


1

2


25%


50%





3-1,  3-2,  3-3,  3-4,  3-5 
(134 )www.obe ikaneducat ion .com 

www.obe ikaneducat ion .com 
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 أي من العبارات الآتية تكافئ  
sin θ ؟  + cos θ cot θ cot θ θ

sec θ C cot θ A

csc θ D tan θ B

أثبت أن كلاًّ من المعادلتين الآتيتين تمثِّل متطابقة:

. cos (30° - θ ) θ ) θ = sin (60° + θ )θ )θ

. cos (θ - π) = -cos θ

إذا كان ، sin θ  ما القيمة الدقيقة لـِ  
> °90 ؟ θ < 180° ،  cos θ = - 3_

5

- 4_
5

C 5_
3 A

4_
5

D
√�√�√34  _

8
B

أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

270° < θ < 360° ، sec θ =   4_
3

إذا كان  ، cot θ

90° < θ < 180° ، cos θ = - 1_
2

إذا كان  ، tan θ

180° < θ < 270° ، csc θ = إذا كان 2- ، sec θ

0° < θ < 90° ، sin θ = 1_
2

إذا كان  ، sec θ

أثبت أن كل معادلة مما يأتي تمثِّل متطابقة:

sin θ (cot θ (cot θ θ + tan θ) θ) θ = sec θ

 cos  2 θ_
1 - sin θ

= cos θ__
sec θ - tan θ

(tan θ + cot θ  )  θ  )  θ 2 =  csc  2 θ  sec  θ  sec  θ 2 θ

1 + sec θ_
sec θ

= sin  2 θ_
1 - cos θ

_tan   π ؟
8

 ما قيمة    

1 -   √�√�√2    C
√���√���√2 -   √�√�√3    _

2
A

-
√���√���√2 -   √�√�√3    _

2
  D √�√�√2   - 1 B

صر ربما  ح بعض المؤرخين أن الذين بنوا أهرامات مِ  يُرجِّ  
ثمّ  ، حاولوا أن يبنوا الواجهة على شكل مثلث متطابق الأضلاع
غيروها إلى أنواع مختلفة من المثلثات. افترض أنّه تم بناء هرم 
.18 ft طول ضلعه ، بواجهة على شكل مثلث متطابق الأضلاع

118 ft ft8 ft8

أوجد ارتفاع المثلث المتطابق الأضلاع. (a

وطول ضلع  ، sin 2θ = 2 sin θ cos θ cos θ θ استعمل الصيغةθ استعمل الصيغةθ (b
ثم أوجد  ، sin 2(30°) = sin 60° المثلث وارتفاعه لتبيّن أن

.sin 60° القيمة الدقيقة للنسبة المثلثية

أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

cos (-225°)

sin 480°

cos 75°

sin 165°

θإذاكان قياس θإذاكان قياس θ بالراديان: ، لّ كلاًّ من المعادلتين الآتيتين لقيم θ جميعها لّ كلاًّ من المعادلتين الآتيتين لقيم θحُ θحُ

2  cos  2 θ - 3 cos θ - 2 = 0

2 sin 3θ - 1 = 0

:0° ≤ θ حيث 360° ≥ ، لّ المعادلتين الآتيتين حُ

cos 2θ + cos θ = 2

sin θ cos θ cos θ θ -   1_
2

  sin θ = 0



1(
D

انظر الهامش 2(

انظر الهامش. 3(

4(
D

- 3√�√�√7_
7

5(

- √�√�√3 6(

-
2√�√�√3_

3
7(

2√�√�√3_
3

8(

12- 9) انظر ملح ق الإجابات
9(

10(

11(

12(

B 13(

14(

انظر الهامشانظر الهامش

-
√�√�√2_
2

15(

√�√�√3  _
2

16(

√�√�√6  - √�√�√2  _
4

17(

√�√�√6  - √�√�√2  _
4

18(

انظر الهامش 19(

π_
18

+   2kπ_
3

 ,   5π_
18

+   2kπ_
3

20(

0°, 360° 21(

0°, 60°, 180°, 300°, 360° 22(


بناء على نتائج اختبار الفصل استعمل مخطط 
لاتزال  التي  المفاهيم  مراجعة  في  المعالجة 

ا للطلاب. تشكل تحديً
  اختبار الفصل:نماذج متعددة 

ص (53-61) .
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(143-145) 3-2 
cos2 θ + tan2 θ cos2 θ � 1 (1

نبدأ بالطرف الأيسر    

cos2 θ + tan2 θ cos2 θ   
= cos2 θ +   sin2 θ_

cos2 θ
­ cos2 θ

= cos2 θ + sin2 θ

= 1

ويساوي الطرف الأيمن   

cot θ(cot θ + tan θ) � csc2 θ (2

نبدأ بالطرف الأيسر 

cot2 θ + cot θ tan θ    
= cot2 θ +   sin θ_

cos θ
­   cos θ_

sin θ

= cot2 θ + 1

= csc2 θ

ويساوي الطرف الأيمن   

1 + sec2 θ sin2 θ � sec2 θ (3

نبدأ بالطرف الأيسر 

1 + sec2 θ sin2 θ    
= 1 +   1_

cos2 θ
­ sin2 θ

= 1 + tan2 θ

= sec2 θ

ويساوي الطرف الأيمن   

sin θ sec θ cot θ � 1 (4

نبدأ بالطرف الأيسر

sin θ sec θ cot θ   
= sin θ ­   1_

cos θ
­   cos θ_

sin θ

= 1

ويساوي الطرف الأيمن   

1 - cos θ_
1 + cos θ

� (csc θ - cot θ)2 (5

(csc θ - cot θ)2   نبدأ بالطرف الأيمن
= csc2 θ - 2 cot θ csc θ + cot2 θ

=   1_
sin2 θ

- 2 ­   cos θ_
sin θ

­   1_
sin θ

+   cos2 θ_
sin2 θ

=   1_
sin2 θ

-   2 cos θ_
sin2 θ

+   cos2 θ_
sin2 θ

=   1 - 2 cos θ + cos2 θ
  __

sin2   2   
θ

=   
(1 - cos θ)(1 - cos θ)

  __
1 - cos2   2   

θ

=   
(1 - cos θ)(1 - cos θ)

  __  
(1 - cos θ

  
θ

  
)(1

  
)(1

    
)(1

  
+ cos θ

  
θ
  
)

=   1 - cos θ_
1 + cos θ

ويساوي الطرف الأيسر   

1 - 2 cos2 θ_
sin θ cos θ

� tan θ - cot θ (6

نبدأ بالطرف الأيسر    

1 - 2 cos2 θ_
sin θ cos θ

     

=   
(1 - cos2 θ) - cos2 θ

  __  
sin θ cos θ

  
θ

    
θ

  

=   sin2θ - cos2 θ_
sin θ cos θ

=   sin2 θ_
sin θ cos θ

-   cos2 θ_
sin θ cos θ

=   sin θ_
cos θ

-   cos θ_
sin θ

= tan θ - cot θ

ويساوي الطرف الأيمن   

tan θ �   sec θ_
csc θ

(7

نبدأ بالطرف الأيمن    

sec θ_
csc θ

  

=   
1_

cos θ_
1_

sin θ

=   sin θ_
cos θ

= tan θ

ويساوي الطرف الأيسر   

cos θ � sin θ cot θ (8

نبدأ بالطرف الأيمن    

sin θ cot θ   

= sin θ  θ  θ ( cos θ_
sin θ )

= cos θ �

ويساوي الطرف الأيسر   

(sin θ - 1)(tan θ + sec θ) � – cos θ (9

نبدأ بالطرف الأيسر    

(sin θ - 1)(tan θ + sec θ)

= sin θ tan θ + sin θ sec θ - tan θ - sec θ

=   sin2 θ_
cos θ

+   sin θ_
cos θ

-   sin θ_
cos θ

-   1_
cos θ

=   sin2 θ_
cos θ

-   1_
cos θ

=   sin2 θ - 1_
cos θ

=   –cos2 θ_
cos θ

= – cos θ   

ويساوي الطرف الأيمن   
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cos θ cos(–θ) - sin θ sin(–θ) � 1 (10

نبدأ بالطرف الأيسر    

cos θ cos(–θ) - sin θ sin(–θ)

= cos θ cos θ - sin θ (–sin θ)

= cos2 θ + sin2 θ

= 1

ويساوي الطرف الأيمن   

sec θ - tan θ �   1 - sin θ_
cos θ

(12

نبدأ بالطرف الأيسر    

sec θ - tan θ

=   1_
cos θ

-   sin θ_
cos θ

=   1 - sin θ_
cos θ

ويساوي الطرف الأيمن   

1 + tan θ_
sin θ + cos θ

� sec θ (13

نبدأ بالطرف الأيسر    

1 + tan θ__
sin θ + cos θ

   

=   
1 +   sin θ_

cos θ_
sin θ + cos θ

=   
cos θ + sin θ_

cos θ_
sin θ + cos θ

=   cos θ + sin θ_
cos θ

  ­   _  ­   _ 1_
sin θ + cos θ

=   1_
cos θ

= sec θ

ويساوي الطرف الأيمن   

sec θ csc θ � tan θ + cot θ   (14
نبسط الطرف الأيسر   

sec θ csc θ

=   1_
cos θ

­   1_
sin θ

   

=   1_
cos θ sin θ

   

نبسط الطرف الأيمن   

tan θ + cot θ

=   sin θ_
cos θ

+   cos θ_
sin θ

=   sin2θ_
sin θ cos θ

+ cos2 θ_
sin θ cos θ

  

=   sin2 θ + cos2 θ
  _=   _=   

sin θ cos θ
  

θ
    

=   1_
cos θ sin θ

  

بما أن الطرفين يساويان المقدار نفسه، فالطرفان متساويان.   

sin θ + cos θ �   2 sin2 θ - 1_
sin θ - cos θ

(15

نبدأ بالطرف الأيمن    
2 sin2 θ - 1__

sin θ - cos θ

=   
2 sin2 θ - (sin2 θ + cos2 θ)

   ___  
sin

   
sin

   
θ

   
θ

   
- cos θ

   
θ

     
θ

  

=   sin2 θ - cos2 θ
  __  

sin θ - cos θ
  

θ
    

θ
  

=   
(sin θ - cos θ)(sin θ + cos θ)

   ___  
sin

   
sin

   
θ

   
θ

   
- cos θ

   
θ

     
θ

  

= sin θ + cos θ

ويساوي الطرف الأيسر

(sin θ + cos θ)2 �   2 + sec θ csc θ
  _

sec θ csc θ
  

θ
  (16

ط الطرف الأيسر نبسِّ

(sin θ + cos θ)2 = 2 cos θ sin θ + cos2 θ + sin2 θ  

= 2 cos θ sin θ + 1

ط الطرف الأيمن نبسِّ
2 +  1_

cos θ
∙ 1_

sin θ
  __

1_
cos θ

∙ 1
  

1
  _

sin θ

  

=  (2 +   1_
cos θ sin θ)  ·   cos θ sin θ_

1

= 2 cos θ sin θ + 1

بما أن الطرفين يساويان المقدار نفسه، فالطرفان متساويان.   

cos θ_
1 - sin θ

�   1 + sin θ_
cos θ

(17

نبدأ بالطرف الأيمن    

1 + sin θ_
cos θ

   

=   1 + sin θ_
cos θ

· 1 - sin θ_
1 - sin θ

=   1 - sin2 θ__  
cos θ (1 - sin

  
sin

  
θ
  

θ
  

)
  

)
  

=   cos2 θ__  
cos θ (1 - sin

  
sin

  
θ
  

θ
  

)
  

)
  

=   cos θ_
1 - sin θ

ويساوي الطرف الأيسر   

csc θ - 1 �   cot2θ_
csc θ + 1

(18

نبدأ بالطرف الأيمن    

cot2θ_
csc θ + 1

   

=   csc2θ - 1_
csc θ + 1

=   (cscθ - 1)(cscθ + 1)
  __

cscθ
  

θ
  

+ 1
  

1
  

= csc θ - 1

ويساوي الطرف الأيسر   
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csc2 θ - θ - θ cot2 θ = sec2 θ - θ - θ tan2 θ   (  (  19

نبسط الطرف الأيسر  

csc2 θ - θ - θ cot2 θ =   1_
sin2 θ

  -   _  -   _ cos2 θ_
sin2 θ

  

=    1-cos2 θ_
sin2 θ

=    sin2 θ_
sin2 θ

= 1

نبسط الطرف الأيمن   

  sec2 θ - θ - θ tan2 θ =   1_
cos2 θ

  -   _  -   _ sin2 θ_
cos2 θ

=   1 - sin2 θ_
cos2 θ

=   cos2 θ_
cos2 θ

= 1

بما أن الطرفين يساويان المقدار نفسه، فالطرفان متساويان.   

sin θ cos θ tan θ + cos2 θ � 1 (20

نبدأ بالطرف الأيسر    

sin θ cos θ tan θ + cos2 θ

= sin θ cos θ ·   sin θ_
cos θ

+ cos2 θ

= sin2 θ + cos2 θ

= 1

ويساوي الطرف الأيمن   

sec θ - cos θ � tan θ sin θ (21

نبسط الطرف الأيسر  

sec θ - cos θ

=   1_
cos θ

  -_  -_ cos θ  θ  θ

=   1-cos2 θ_
cos θ

=   sin2 θ_
cos θ

نبسط الطرف الأيمن  

tan θ sin θ

=   sin θ_
cos θ

sin θ   

=   sin2 θ_
cos θ

بما أن الطرفين يساويان المقدار نفسه، فالطرفان متساويان.   

csc2 θ � cot2 θ + sin θ csc θ (22

نبدأ بالطرف الأيمن    

cot2 θ + sin θ csc θ

= cot2 θ + sin θ ·   1_
sin θ

= cot2 θ + 1

= csc2 θ

ويساوي الطرف الأيسر   

sec θ - csc θ_
csc θ sec θ

� sin θ - cos θ (23

نبدأ بالطرف الأيسر    

sec θ - csc θ_
csc θ sec θ

=   sec θ_
csc θ sec θ

-   csc θ_
csc θ sec θ

  

=   1_
csc θ

-   1_
sec θ

= sin θ - cos θ

ويساوي الطرف الأيمن   

عند النقاط  y = sin x , y = 1_
2 _يتقاطع التمثيل البياني للدالتين _يتقاطع التمثيل البياني للدالتين    (43b

.[ 0, 2π) _x = π ، على الفترة
6

 , x_ , x_  = 5π_
6

_y = sin x , y = 1 عند النقاط
2 _  يتقاطع التمثيل البياني للدالتين _  يتقاطع التمثيل البياني للدالتين   (43c

[-2π, 2π) 11   -، على الفترةπ_
6

  , - 7π_
6

  ,   π_
6

  ,   5π_
6

43d)  إجابة ممكنة: بما أن الجيب دالة دورية، تكون حلول المعادلة 

عدد  n _x = π ، حيث
6

 +_ +_  2n π وَ x = 5π_
6

 + _ + _ 2n π هي
صحيح.

الثانية:  (49

1 +  tan  2 θ = θ = θ sec  2 θ

1 + sin  2 θ_
 cos  2 θ

� sec2 θ

    cos  2 θ + θ + θ  sin  2 θ
  __

 cos  2
  

2
  

θ
  � sec2 θ

   1_
 cos  2 θ

� sec2 θ

se c  2 θ � sec2 θ �

الثالثة:  

1 +  cot  2 θ � csc  2 θ

1 + cos  2 θ_
 sin  2 θ

� csc2 θ

    sin  2 θ + θ + θ cos  2 θ
  __

 sin  2
  

2
  

θ
� csc2 θ
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   1_
 sin  2 θ

� csc2 θ

csc θ � csc  2 θ �θ �θ     

sin  3 θ cos θ + cos  3 θ sin θ    θ    θ (57

= sin θ cos θ ( sin  2 θ +  cos  2 θ )

= sin θ cos θ (1)      

= sin θ cos θ   

(148-149) 3-3 

cos θ�sin (90° + θ)

cos θ�sin 90° cos θ + cos 90° sin θ

cos θ�1 ­ cos θ + 0 ­ sin θ

cos θ �=cos θ

(10

– sin θ �cos  (3π_
2

- θ)
– sin θ �cos   3π_

2
  cos _  cos _ θ + sin   3π_

2
  sin _  sin _ θ

– sin θ �0 ­ cos θ - 1 ­ sin θ

– sin θ �=– sin θ

(11

– cot θ�tan  (θ +   θ +   θ π_
2 )

– cot θ�
sin  (θ +   π_

2 )_
cos  (θ +   θ +   θ π_

2 )

– cot θ�
sin θ cos   θ cos   θ π_

2
+ cos θ sin   θ sin   θ π_

2  ___  
cos θ cos   θ cos   θ π_

2
- sin θ sin   θ sin   θ π  π    π   _

2

  cot θ

– cot θ�
(sin θ) ­ 0 + (cos θ) ­ 1

  __  
(cos θ) ­ 0 - (sin 

  
 (sin 

    
 (sin 

  
θ
  

θ
    

θ
  

) 
  

) 
    

) 
  

­ 1
  

1
    

1
  

– cot θ �–   cos θ_
sin θ

– cot θ �=– cot θ

(12

– sin θ �sin(θ + π)

– sin θ �sin θ cos θ cos θ π + cos θ sin θ sin θ π

– sin θ �(sin θ)(–1)+ (cos θ)(0)

– sin θ �=– sin θ

(13

– sin θ �cos  (π_
2

+ θ) �

– sin θ �cos   π_
2

  cos _  cos _ θ - sin   π_
2

  sin _  sin _ θ

– sin θ �(0)(cosθ) - (1)(sinθ)

– sin θ �=– sin θ

(14

   1 + tan θ_
1 - tan θ

�tan (θ + 45°) 

   1 + tan θ_
1 - tan θ

�tan θ + tan 45°
  __  

1 - tan θ
  

θ
    

θ
  

 tan 45
  

 tan 45
    

 tan 45
  

θ tan 45θ
  

θ
  

 tan 45
  

θ
    

θ
  

 tan 45
  

θ
  

°
  

°
  

   1 + tan θ_
1 - tan θ

�tan θ + 1__
1 - (tan θ)(1)

1 + tan θ_
1 - tan θ

�=   1 + tan θ_
1 - tan θ

(15

(sin A + tan θ cos A)
  __  

cos A - tan θ
  

θ
    

θ
  

sin
  

sin
    

sin
  

A
  

A
    

A
           (23

=   
( sin A_

cos A
+   tan θ cos A_

cos A )
  __  cos A_

cos A
-   tan   tan     tan   

θ
  

θ
    

θ
  sin   sin     sin   

A
  

A
    

A
  _

cos A

=   
(tan A + tan θ)

  __  
1 - tan A

  
A

    
A

  
tan
  

tan
    

tan
  

θ
  

θ
    

θ
  

= tan (A + θ)

O−2−4−6−−8 2 4 6 8

y

x

1

−1

O

1

6−6 −2 4 x−8 − 8

(24b

sin (30° + 45°) = sin 30° + sin 45°(24c

تقريبًا. وبما أن قيمة  _1  ، أو 1.21
2

+   √�√�√2  _
2

فالطرف الأيمن يساوي    فالطرف الأيمن يساوي     2  فالطرف الأيمن يساوي   _  2   _

لة؛ فإن الجملة؛ فإن الجملة جيب أية زاوية لا يمكن أن تكون أكبر من 1
sin لا تمثل متطابقة. (A + B) = sin A + sin B

sin (A + B) �   tan A + tan B
  _

sec A sec B
  

B
  (25

sin (A + B) �   
sin A_
cos A

+   sin B_
cos B_

1_
cos A

­   1_
cos B

sin (A + B) �   
sin A_
cos A

+   sin B_
cos B_

1_
cos A

­   1_
cos B

  ­  cos A cos B_
cos A cos B

sin (A + B) �   sin A cos B + cos A sin B
  __

1
  

1
  

sin (A + B) = sin (A + B) �

cos (A + B) �   1 - tan A tan B  _
sec A sec B

  
B
  (26

cos (A + B) �   
1 -   sin A_

cos A
­   sin B_

cos B  __
1_

cos A
­   1

  
1
  _

cos B

     

cos (A + B) �   
1 -   sin A_

cos A
­   sin B_

cos B  __
1_

cos A
­   1

  
1
  _

cos B

­   cos A cos B_
cos A cos B

cos (A + B) �   cos A cos B - sin A sin B  __
1

  
1

  

cos (A + B) = cos (A + B) �
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sec (A - B) �   sec A sec B_
1 + tan A tan B

(27

sec (A - B) �   
   1_
cos A

­   1_
cos B

   
  __  

1 +   sin A
  

A
  _

cos A
   ­   sin

  
sin
    

sin
  

B
  

B
    

B
  _

cos B
   

sec (A - B) �   
1_

cos A
­   1_

cos B
  __  

1 +   sin A
  

A
  _

cos A
   ­   sin

  
sin
    

sin
  

B
  

B
  _

cos B
   

­   cos A cos B_
cos A cos B

sec (A - B) �   1__  
cos A cos B + sin

  
sin

  
A

  
A

  
sin
  

sin
  

B
  

B
  

sec (A - B) �   1_
cos (A - B)

sec (A - B) = sec (A - B) �

sin (A + B) sin (A - B) � sin2 A - sin2 B (28

(sin A cos B + cos A sin B) (sin A cos B - cos A sin B)   

� sin2 A – sin2 B

(sin A cos B)2 - (cos A sin B)2 � sin2 A - sin2 B

sin2 A cos2 B - cos2 A sin2 B � sin2 A - sin2 B

sin2 A cos2 B + sin2 A sin2 B -

sin2 A sin2 B - cos2 A sin2 B � sin2 A - sin2 B

sin2sin2sin A (cos2 B + sin2sin2sin B) - sin2sin2sin B (sin2(sin2(sin A + cos2 A) �

sin2sin2sin A - sin2sin2sin B

(sin2 A)(1) - (sin2 B)(1) � sin2 A - sin2 B

sin2 A - sin2 B = sin2 A - sin2 B �

cot (A + B) =   1_
tan (A + B)

  (  (  30  30  

=   1_
tan A + tan B

  _
1 - tan A

  
A

  
tan B
  

B
  

=   1 - tan A tan B  _
tan A + tan B

  
B
  

=   
1 -   1_

cot A
­   1_

cot B  __
1_

cot A
+   1

  
1
  _

cot B

­   cot A cot B_
cot A cot B

=   cot A cot B - 1  _
cot A + cot B

  
B
  

d =   √�������������√�������������√    (cos A - cos    cos    B)    )    2 +    +    (sin    (sin    A - sin    sin    B)    )    2  (31

d 2 = (cos A - cos B)2 + (sin A - sin B)2

d 2 = (cos2 A - 2 cos A cos B + cos2 B) + (sin2 A - 2 sin A  A  A

sin B + sin2 B)

d  2 = cos2 A + sin2 A + cos2 B + sin2 B - 2 cos A cos B -  
2 sin A sin B

d 2 = 1 + 1 - 2 cos A cos B - 2 sin A sin B        

d 2 = 2 - 2 cos A cos B - 2 sin A sin B = 2 - 2 cos (A-B)  

(150) 
cot2 θ + 1 �   cot θ_

cos θ · sin θ
          (10

csc2 θ �   cos θ__  
cos θ · sin

  
sin

  
θ 

  
θ 

  
· sin

  
sin
  

θ
  

θ
  

csc2 θ �   1_
sin2 θ 

csc2 θ = csc2 θ �                 
cos θ csc θ_

cot θ
� 1                  (11

   
cos θ   1_

sin θ__  
       cot θ          

  
θ          

  � 1             

   
cos θ_
sin θ_
cot θ

� 1                                

cot θ_
cos θ

� 1                                

1 = 1 �              
sin θ tan θ_
1 - cos θ

� (1 + cos θ) sec θ (12

sin θ  ( sin θ_
cos θ)_

1 - cos θ
� (1 + cos θ)   1_

cos θ

sin2 θ_
cos θ_

1 - cos θ
�   1_

cos θ
+ 1            

sin2 θ_
cos θ

·   1_
1 - cos θ

�   1_
cos θ

+ 1            

sin2 θ__
cos θ (1 - cos θ)

�   1_
cos θ

+ 1            

1 - cos2 θ__  
cos θ (1 - cos θ

  
θ
  

)
  

)
  �   1_

cos θ
+ 1            

(1 - cos θ)(1 + cos θ)
  __  

cos θ(1 - cos θ
  

θ
    

θ
  

)
  

)
    

)
  �   1_

cos θ
+ 1            

1 + cos θ_
cos θ

�   1_
cos θ

  + _  + _ 1               
1_

cos θ
 +_ +_ 1 =   1_

cos θ
+ 1 �        

tan θ (1 - sin θ) �   cos θ sin θ_
1 + sin θ

                   (13

tan θ (1 - sin θ) �   cos θ sin θ_
1 + sin θ

·   1 - sin θ_
1 - sin θ

tan θ (1 - sin θ) �   cos θ sin θ(1 - sin θ)
  __

1 - sin2   2   
θ

   

tan θ (1 - sin θ) �   cos θ sin θ(1 - sin θ)
  __

cos2   2   
θ

   

tan θ (1 - sin θ) �   
sin θ(1 - sin θ)

  __
cos θ

  
θ

               

tan θ (1 - sin θ) �   sin θ_
cos θ

· (1 - sin θ)      

  tan θ (1 - sin θ) = tan θ (1 - sin θ) �     

cot θ =   12_
9

  (  (  14b  14b  

cos θ _
 sin θ

=    
   12_
15_
9_

15

=   12_
9

   

12_
9

 = _ = _ 12_
9

_بما أن _بما أن    

cot θ = cos θ_
sin θ

إذن    
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sin θ · sec θ_
sec θ - 1

� (sec θ + 1) cot θ (15

sec θ + 1_
sec θ + 1

·   sin θ · sec θ_
sec θ - 1

� (sec θ + 1) cot θ

sin θ · sec θ (sec θ + 1)
  __

sec2 θ - 1
� (sec θ + 1) cot θ

sin θ ·   1_
cos θ

(sec θ + 1)
  __

tan2   2   
θ

� (sec θ + 1) cot θ

sin θ_
cos θ

(sec θ + 1)
  __

tan2
  

2
  

θ
� (sec θ + 1) cot θ

tan θ (sec θ + 1)
  __

tan2   2   
θ

� (sec θ + 1) cot θ

sec θ + 1_
tan θ

� (sec θ + 1) cot θ

sec θ + 1_
1

·   1_
tan θ

� (sec θ + 1) cot θ

(sec θ + 1) cot θ = (sec θ + 1) cot θ �

sin2 θ · tan2 θ �θ �θ tan2 θ - θ - θ sin2 θ           θ           θ (16

sin2 θ · tan2 θ �   sin2 θ_
cos2 θ

- sin2 θ           θ           θ

sin2 θ · tan2 θ �   sin2 θ - sin2 θ cos2 θ  __
cos2   2   

θ

sin2 θ · tan2 θ �   θ �   θ
sin2 θ (1 - cos2 θ)

  __
cos2

  
2

  
θ

       

sin2 θ · tan2 θ �   θ �   θ
sin2 θ (sin2 θ)_

cos2 θ
               

sin2 θ · tan2 θ � θ � θ sin2 θ ·   sin2 θ_
cos2 θ

             

  sin2 θ · tan2 θ =θ =θ sin2 θ · tan2 θ �         

cot θ (1 - cos θ) �   cos θ ·θ ·θ sin θ_
1 + cos θ

                       (17

cot θ (1 - cos θ) �   cos θ ·θ ·θ sin θ_
1 + cos θ

  ·   _  ·   _ 1 - cos θ_
1 - cos θ

cot θ (1 - cos θ) �   cos θ ·θ ·θ sin θ (1 - cos θ)
  __

1 - cos2   2   
θ

cot θ (1 - cos θ) �   cos θ ·θ ·θ sin θ (1 - cos θ)
  __

sin2   2   
θ

cot θ (1 - cos θ) �   cos θ (1 - cos θ)
  __

sin
  

sin
  

θ
  

θ
                

cot θ (1 - cos θ) �   cos θ_
sin θ

(1 - cos θ)            

cot θ (1 - cos θ) = cot θ (1 - cos θ) �       

cos 30˚ cos θ + sin 30˚ sin θ � sin 60˚ cos θ + cos 60˚ sin θ (23
√�√�√3  _
2

cos θ +   1_
2

sin θ =   √�√�√3  _
2

cos θ +   1_
2

sin θ �

(155 ,156) 3-4 

tan 2θ �   2__
cot θ - tan θ

                 (16

tan 2θ �   2__
cot θ - tan θ

�   tan θ_
tan θ

  

tan 2θ �   2 tan θ__  
cot θ tan θ - tan2 

  
2 
  

θ
    

tan 2θ �   2 tan θ_
1 - tan2 θ

                       

tan 2θ = tan 2θ �                    θ �                    θ   

sin   θ_
2

cos   θ_
2

�   sin θ_
2

(17

2 sin   θ_
2

cos   θ_
2_

2
�   sin θ_

2

sin 2 (θ_
2)_

2
�   sin θ_

2

   sin θ_
2

=    sin θ_
2

�  

θ = 45° + A إذا كانت  (20

d =   v
2 sin 2 (45° + A)

  __
g   g                                

=   v
2 sin (90° + 2A)

  __
g   g                                 

=   v
2 (sin 90° cos 2A + cos 90° sin 2A)

   ___  g    g    

=   v
2 (1 ­ cos 2A + 0 ­ sin 2A)

  __
g   g                 

=   v 2 cos 2A_
g                                           

θ = 45° - A إذا كانت  

d =   v
2 sin 2 (45° - A)

  __
g   g                                

=   v
2 sin (90° - 2A)

  __
g   g                                 

=   v
2 (sin 90° cos 2A - cos 90° sin 2A)

   ___  g    g    

=   v
2 (1 ­ cos 2A - 0 ­ sin 2A)

  __
g   g                  

=   v 2 cos 2A_
g

2

θ

y

4

π

ff (θ) = 4(sin θ cosθ cosθ π_
4

 cos θ sin π_
4 )

(26a

4 sin (θ - θ - θ π_
4 ); (26b

4 sin (θ - θ - θ π_
4 ) = 4 (sin θ cos π_

4
 - _ - _ cos θ sin π_

4 ) ,
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-1

1

y

O

-2

-π-2π π 2π

1

π π

g(θ) = cos 2 (θ   π_
3 )  sin 2 (θ π_

3 )

θ

(26c

cos (2θ - θ - θ π _
3 ) ; (26d

   cos (2θ - 2π _
3 ) = cos 

2 (θ - π _
3 )����

= cos2 (θ - π_
3 ) - sin2 (θ - π_

3 )
كلاهما خطأ؛ حيث طرح سعيد الجذور التربيعية بطريقة غير   (27

صحيحة، كما استعمل سلمان متطابقة نصف الزاوية، ولكنه أخطأ في 

.  √�√�√3  _
2

_1    بدلاً من     _  بدلاً من   _  بدلاً من     3    3  
2

_ في المتطابقة فكتبها    _ في المتطابقة فكتبها     cos إيجاد قيمة 30°

cos هي أفضل  2θ = 2 cos2 θ - cos فإن 1 θ إذا أعطيت فقط قيمة  θ إذا أعطيت فقط قيمة  θ (29

sin ، فإن θ متطابقة يمكن استعمالها. وإذا أعطيت فقط قيمةθ متطابقة يمكن استعمالها. وإذا أعطيت فقط قيمةθ

cos هي أفضل متطابقة يمكن استعمالها. وإذا  2θ = 1 - 2 sin2 θ

cos 2θ = cos2 θ - sin2 θ فإن ، θ فإن ، θ cos θ ، θ ، θ sin θ أعطيت القيمتينθ أعطيت القيمتينθ

هي الأفضل.

sin 2 θ = sin(θ + θ) (30

= sin θ cos θ + cos θ sin θ   

= 2 sin θ  cos θ   

cos 2 θ = cos(θ + θ)

= cos θ cos θ - sin θ sin θ   

 = cos  2 θ -  sin  2 θ

متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية  1 - 2 sin2 θ = cos 2θ (31

.2θ بدل θ بدل θ A و θ بدلاً من θ بدلاً من θ A_
2

ض    ض   _عوّ _عوّ 1 - 2 sin2   A_
2

= cos A

.sin2   A_
2

_حلّ بالنسبة لـ _حلّ بالنسبة لـ  sin2   A_
2

=   1 - cos A_
2

خذ الجذر التربيعي لكل طرف. sin   A_
2

= ±   √����√����√1 - cos A_
2

   

متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية 2cos2 θ -θ -θ 1 = cos 2θ

.2θ بدلاً من θ بدلاً من θ A و ، θ بدلاً من θ بدلاً من θ A_
2

ض    ض   _عوّ _عوّ 2cos2   A_
2

- 1 = cos A

.cos2   A_
2

_حلّ بالنسبة لـ _حلّ بالنسبة لـ  cos2   A_
2

=   1 + cos A_
2

خذ الجذر التربيعي لكل طرف. cos   A_
2

= ±   √����√����√1 + cos A_
2

   

   tan θ =  √����√����√1 - cos θ_
1 + cos θ

           
θ

           
θ

(           (           43           43           

=   √
���√���√1 -   

√�√�√3  _
2_

1 +   
√�√�√3  _
2

     

=   √���√���√2 -   √�√�√3  _
2 +   √�√�√3  

   

=   √
�������

√
�������

√   
(2 -   √�√�√3  )   2

  __  
(2 +   √�√�√3  )

  
)

  
(

  
(

    
(

    
(

  
2 -   √�√�√3  )

   

=   √����√����√(2 -  √�√�√3  )   2_
1

   

=  2 -  √�√�√3  

= 2 -  √�√�√3  

(163) 3-5 
sin 2x < sin x  (32

sin 2x - sin x < 0
2sin x cos x - sin x < 0

sin x (2cos x - 1) < 0

وحتى يكون المقدار sin x(2cos x - 1) سالبًا يجب أن يكون 
المقداران sin x ، 2cos x -1 مختلفين في الإشارة ويتحقق ذلك 

في كل من الفترتين
_5π ، ولهذا فإن حل المتباينة الأصلية هو:

3   <_  <_ x < 2π,   π_
3

 < _ < _ x < π    < π    < π

5π_
3

  <_  <_ x < 2π,   π_
3

 < _ < _ x < π

-
√���√���√2+ √�√�√3    _

2
_أو _أو       - √�√�√6   - √�√�√2  

  _
4

  
4

  (37

   
√���√���√2- √�√�√2    _

2
(38

   
√���√���√2- √�√�√2    _

2
(39

-
√���√���√2-   √�√�√3    _

2
_أو _أو     

-   √�√�√6  +√�√�√2  _
4
   (40

sin (270 -θ ) � -cos θ (41

نبسط الطرف الأيسر

sin (270 -θ )

= sin 270 cos θ - cos 270 sin θ

= - cos θ - 0 · sin θ   

= - cos θ   

ويساوي الطرف الأيمن   
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cos (90 + θ ) � - sin θ (42

cos 90 cos θ - sin 90 sin θ � sin θ
0 · cos θ - 1 · sin θ � - sin θ

- sin θ = - sin θ

cos (90° - θ) � sin θ (43

cos 90° cos θ + sin 90° sin θ �sin θ   

0 · cos θ + 1 · sin θ � sin θ   

sin θ = sin θ �   

sin (90° - θ) � cos θ  θ  θ (44

sin 90° cos θ - cos 90° sin θ � cos θ   

1 · cos θ - 0 · sin θ � cos θ   

cos θ - 0 � cos θ   
 cos θ = cos θ �     

 (45

v 2  si n  2 θ_
2g

�    v  2  ta n  2 θ_
2g se c  2 θ

  
θ

  
θ

 (a

v  2  si n  2 θ_
2g

 = _ = _ v  2    si n  2 θ_
co s  2 θ_

2g   1_
co s  2 θ

    

 v  2  si n  2 θ_
2g

 = _ = _  v  2  si n  2 θ_
2g

  

h = 
(110 )  2  si n  2  80

  __
2(9.8)

  
2(9.8)

  ≈ 598.73 m  (b

[-5, ∞ ) المجال:  (46

[-5, ∞ )   :￯المد
(166 ,167) 

sin (θ + 90) � cos θ (30

sin θ cos 90° + cos θ sin 90° � cos θ   

(sin θ)(0) +  (cos θ)(1) � cos θ   

cos θ = cos θ �   

sin  (3π_
2

- θ) � - cos θ (31

sin   3π_
2

cos θ - cos   3π_
2

sin θ � - cos θ

(-1) cos θ - (0) sin θ � - cos θ   

- cos θ = - cos θ �   

tan (θ - π) � tan θ (32
tan θ - tan π  _

1 + tan θ
  

θ
  

tan π
  � _  � _ tan θ

tan θ - 0_
1 +  (tan θ)(0)

� tan θ   
tan
)
tan
)(0)
tan
(0)

θ_
1

� tan θ

tan θ = tan θ �   

sin 2θ =   24_
25

, cos 2θ =   7_
25

, sin   θ_
2

=   
√�√�√10  _
10

, and cos   θ_
2

=   3√�√�√10  _
10

(33

sin 2θ =   
√�√�√15  _

8
 , cos 2θ =   7_

8
, sin   θ_

2
=   √�√�√2     √����√����√4 +   √�√�√15    

  __
4

  
4

  , (34

cos   θ_
2

= –   
√�√�√2     √����√����√4 -   √�√�√15    

  __
4

  
4

  

sin 2θ = –   4  √�√�√5  _
9

, cos 2θ = –   1_
9

, sin   θ_
2

=   √�√�√30  _
6

, and (35

cos   θ_
2

=    
√�√�√6  _
6

c 2 = 902 + 902; c 2 = 8100 + 8100 ;  (36a

c 2 = 16200; c = 90  √�√�√2  

sin 45° =   90_
90  √�√�√2  

  =   _  =   _ 1_
√�√�√2  

  =   _  =   _ √�√�√2  _
2

(36b

sin   α_
2

= ±  √����√����√1 - cos α_
2

   ;_   ;_ sin   90_
2

= ±  √����√����√1 - cos 90_
2

   ;_   ;_  (36c

sin   90_
2

 = ±  _ = ±  _ √��√��√1 - 0_
2

     =   1_
√�√�√2  

  =    _  =    _ √�√�√2  _
2

(169) 
(9

sin θ (cot θ + tan θ)θ)θ � sec θ

sin θ  (  cos θ _ 
sin θ

   +   sin θ  _ 
cos θ

   ) � sec θ

cos θ +   sin2 sin2 sin θ_
cos θ

� sec θ

    cos  2  θ +  sin  2  θ
  __ 

cos θ
  � sec θ

1_
cos θ

� sec θ

sec θ = sec θ �

(10

 cos  2 θ_
1 - sin θ sin θ sin

  � cos θ__
sec θ - tan θtan θtan

  

cos  2 θ_
1 - sin θsin θsin

  � cos θ__  
1_

cos θ
  - sin

  
sin

  
 θ
  

 θ
  

sin θsin
  

sin
  

 θ
  

sin
  

_
cos θ

    

cos  2 θ_
1 - sin θ sin θ sin

� cos θ_
1 - sin θsin θsin_

cos θ

    

 cos  2_
1 -sin θ

� cos θ . cos θ_
1 - sin θsin θsin

  

    cos  2 θ_
1 - sin θsin θsin

  = cos  2 θ_
1 - sin θsin θsin

�   

(11
 (tan θ + cot θ)  2 

  (  sin θ _ 
cos θ

   +   cos θ _ 
sin θ

   )   
2
 

  (   sin  2  θ +  cos  2  __ 
cos θ sin θ

    )   
2
 

  (   1 _ 
cos θ sin θ

   )   
2
 

  1 _ 
co s  2  θ

   ·   1 _ 
si n  2  θ

    

 sec  2  θ  csc  2  θ  

�

�

�

�

�

=

 csc  2  θ  sec  2  θ

 csc  2  θ  sec  2  θ

 csc  2  θ  sec  2  θ

 csc  2  θ  sec  2  θ

 csc  2  θ  sec  2  θ

 csc  2  θ  sec  2  θ �

(12
1 + sec θ_

sec θ
�   sin2 θ_

1 - cos θ
1_

sec θ
+   sec θ_

sec θ
  �    sin2 θ_

1 - cos θ
  ·   _  ·   _ 1 + cos θ_

1 
  ·   

1 
  ·   

+ cos θ

cos θ + 1 �   
sin2 θ (1 + cos θ)

  __
1 - cos2

  
2

  
θ

cos θ + 1 �   
sin2 θ (1 + cos θ)

  __
sin2

  
2

  
θ

cos θ + 1 = 1 + cos θ �


